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钱院学辅每周一练

数学 II
供题人：少年班 2405 张洛宁 2026年 03月 28日

难度：二星

注：本题适合预科二正在学习《数学 II》的同学食用。

1. ①证明：若 f(x)是连续函数，则 F(x)=|f(x)|也是连续函数。

②研究 ①中命题的逆命题的真伪。

证明: ①由 f 在 x0连续知，对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |x− x0| < δ时，

有

|f(x)− f(x0)| < ε.

根据绝对值不等式

∣∣|f(x)| − |f(x0)|
∣∣ ≤ |f(x)− f(x0)|,

于是当 |x− x0| < δ时， ∣∣|f(x)| − |f(x0)|
∣∣ < ε.

因此 |f |在 x0处连续。若 f 在区间 I 上连续，则 |f |也在 I 上连续。

②假，考虑迪利克雷函数的变形：

f(x) = χ(x)− 1

2

它仍是处处不连续的函数，但 |f(x)|确是恒等于 1
2 的常函数，处处连续。

2. 证明：若函数 f(x)在闭区间 [a,b]上连续，则 f(x)在 [a,b]上有界
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钱院学辅每周一练

证明: 用反证法证明。假设 f在 [a, b]上无界，则对任意正整数n，存在 xn ∈ [a, b]，

使得

|f(xn)| > n.

由 {xn}是有界数列，根据 Bolzano-Weierstrass定理，存在收敛子列 {xnk
}，设

其极限为 x0 ∈ [a, b]（因为闭区间是闭集）。由于 f 在 x0处连续，故 {f(xnk
)}

收敛于 f(x0)，从而 {f(xnk
)}有界。但由构造，|f(xnk

)| > nk → +∞，矛盾。

因此假设不成立，f 在 [a, b]上有界。

3. 证明：若函数 f(x)在区间 (a,b)内连续，且 x1, x1......为此区间中的任意值，

则在他们中间可找到一个数值 ξ,使得：

f(ξ) =
1

n
[f(x1) + f(x2) + ...+ f(xn)]

证明: 不妨设 x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ ... ≤ xn其中不全成立等号，函数值也不全相等。

于是存在下标 i ̸= j ∈ 1, 2, 3, ..., n,使得如下定义的M，m满足 m<M:

f(xi) = m = minf(x1), ..., f(xn)

f(xj) = M = maxf(x1), ..., f(xn)

以下不妨假设 xi < xj

令 A= 1
n [f(x1) + f(x2) + ...+ f(xn)]

令 F (x) = f(x)− A

问题已归结为证明 F在区间 [x1, xn]上有零点.

由于 f(xi)=m<A和 F(xj)=M>A,因此得到
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F (xi) = f(xi) − A = m − A < 0, F (xj) = M − A > 0根据连续函数的零

点存在定理，F(x)在区间 [xi, xj]上有零点。将它记为 ξ,就得到在点 x1, ..., Xn

之间的点 ξ，使得 f(ξ)=A

4. f(1)=0,f′(1)存在,求：I=lim
x→0

f(sin2x+ cosx)tan3x

ln(1 + x2)sinx
解：当 x → 0时，利用等价无穷小：

sinx ∼ x, tan 3x ∼ 3x, ln(1 + x2) ∼ x2.

故

I = lim
x→0

f(sin2x+ cosx)3x

x3
= lim

x→0

3f(sin2x+ cosx)

x2

考虑到需要利用 f′(1),尝试构造其关系

I = lim
x→0

3[f(sin2x+ cosx)− f(1)]

sin2 x+ cosx− 1
· sin2 x+ cosx− 1

x2

其中

sin2 x+ cosx− 1 = sin2 x− (1− cosx) ∼ x2 − x2

2
=

x2

2
.

因此

I = 3f ′(1)× 1

2
=

3

2
f ′(1).
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数学 II
供题人：少年班 2403 王昱栋 2026年 04月 04日

难度：二星

注：本题适合预科二正在学习《数学 II》的同学食用。

1. 设 0 < a < b，证明：

b− a

b
< ln

b

a
<

b− a

a
.

证明：考虑函数 f(x) = lnx在 [a, b]上连续，在 (a, b)内可导。由拉格朗

日中值定理，存在 ξ ∈ (a, b)使得

ln b− ln a = f ′(ξ)(b− a) =
1

ξ
(b− a),

即

ln
b

a
=

b− a

ξ
.

由于 a < ξ < b，有 1
b <

1
ξ <

1
a，乘以 b− a > 0得

b− a

b
<

b− a

ξ
<

b− a

a
,

即
b− a

b
< ln

b

a
<

b− a

a
.

证毕。
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2. 设 0 < a < b，证明：

(ae)b−a <
bb

aa
< (be)b−a.

证明：对不等式取自然对数，等价于证明

(b− a)(1 + ln a) < b ln b− a ln a < (b− a)(1 + ln b).

令 f(x) = x lnx，则 f ′(x) = lnx+1。在 [a, b]上应用拉格朗日中值定理，存在

ξ ∈ (a, b)使得

b ln b− a ln a = f ′(ξ)(b− a) = (ln ξ + 1)(b− a).

由于 lnx+ 1严格递增，且 a < ξ < b，故

ln a+ 1 < ln ξ + 1 < ln b+ 1.

乘以 b− a > 0即得所需不等式。证毕。

3. 设 f 在 (a,+∞)上可导，且

lim
x→a+

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = A.

证明：存在 ξ ∈ (a,+∞)使得 f ′(ξ) = 0。

证明：若 f(x) ≡ A，则任意 ξ均满足 f ′(ξ) = 0，结论平凡成立。否则，存

在 x0 ∈ (a,+∞)使得 f(x0) ̸= A。不妨设 f(x0) > A（若 f(x0) < A可类似讨

论）。由极限条件，存在 c1 ∈ (a, x0)使得 f(c1) < f(x0)，以及 c2 ∈ (x0,+∞)

使得 f(c2) < f(x0)。于是 f 在 [c1, c2]上连续，最大值在内部点 x0处达到（不

是端点），由费马引理，存在 ξ ∈ (c1, c2) ⊂ (a,+∞)使得 f ′(ξ) = 0。证毕。
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4. 设 f 在 [a, b]上连续，x0是 f 在 (a, b)内唯一的极值点。证明：若 x0是极

大（小）值点，则 x0是 f 在 [a, b]上的最大（小）值点。

证明：假设 x0是唯一的极大值点。若 x0不是最大值点，则存在 x1 ∈ [a, b]

使得 f(x1) > f(x0)。由于 x0是极大值点，存在邻域 U(x0)使得 f(x) ≤ f(x0)

对 x ∈ U(x0)成立，故 x1 /∈ U(x0)。考虑区间 [a, x0]和 [x0, b]，由 f 连续，最

大值在闭区间上达到。若最大值在端点 a或 b达到，则存在另一极值点（因为

从 x0 到端点的连续函数必须经过一个转折点），矛盾。若最大值在内部某点

x2 ̸= x0达到，则 x2也是极大值点，与唯一性矛盾。因此 x0必为最大值点。对

极小值情况同理可证。证毕。
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数学 II（含解答）
供题人：少年班 2407 吴悠 2026 年 04 月 11 日

注意：题目难度可能乱序，这因人而异。

1. 求极限：

lim
x→e

xx − ee

x− e
.

解. 令 f(x) = xx。根据导数定义，该极限即为 f(x)在 x = e处的导数 f ′(e)。由于 f(x) = ex lnx，

利用复合函数求导法则得：

f ′(x) = ex lnx · (x lnx)′ = xx(lnx+ 1).

将 x = e 代入得：

f ′(e) = ee(ln e+ 1) = 2ee.

故原极限为 2ee。

2. （Darboux 定理）设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上处处可导，且满足 f ′(a) < f ′(b)。证明：

对于任意满足 f ′(a) < k < f ′(b)的实数 k，在开区间 (a, b)内至少存在一点 ξ，使得 f ′(ξ) = k。

证明. 构造辅助函数 g(x) = f(x)− kx。显然 g(x) 在 [a, b] 上处处可导，从而在 [a, b] 上连续。

根据最值定理，g(x)在闭区间 [a, b]上必能达到最小值。由已知得 g′(a) = f ′(a)− k < 0，根据

导数定义的保号性，存在 δ1 > 0，使得当 x ∈ (a, a+ δ1) 时，g(x) < g(a)。故最小值点 ξ ̸= a。

同理，由 g′(b) = f ′(b)− k > 0，存在 δ2 > 0，使得当 x ∈ (b− δ2, b) 时，g(x) < g(b)。故最小

值点 ξ ̸= b。因此，最小值点 ξ 必在开区间 (a, b) 内取得。根据 Fermat 引理，必有 g′(ξ) = 0，

即 f ′(ξ) = k。

3. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续，且满足 f(0) = f(1)。证明：对于任意给定的正数 h ∈ (0, 1)，至

少存在一点 ξ ∈ [0, 1− h]，使得 f(ξ + h) = f(ξ)。

证明. 构造辅助函数 g(x) = f(x+ h)− f(x)，则 g(x) 在 [0, 1− h] 上连续。若存在 xi = ih（i

为自然数）使得 xi 落在区间内，考虑序列和：令 n = ⌊1/h⌋，若 1/h = n 为整数，则：

n−1∑
i=0

g(ih) =
n−1∑
i=0

[f((i+ 1)h)− f(ih)] = f(nh)− f(0) = f(1)− f(0) = 0.

1
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由介值定理知必存在 ξ 使 g(ξ) = 0。

4. 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内可导，且满足 f(0) = f(1) = 0。若在开区间内存在

一点 c ∈ (0, 1) 使得 f(c) > 0，证明：在开区间 (0, 1) 内至少存在一点 ξ，满足 f ′(ξ) < 0。

证明. 对 f(x)在闭区间 [c, 1]上应用 Lagrange中值定理。由于 f(x)在 [c, 1]上连续，在 (c, 1)

内可导，故存在 ξ ∈ (c, 1) ⊂ (0, 1)，使得：

f ′(ξ) =
f(1)− f(c)

1− c
.

由已知条件 f(1) = 0 且 f(c) > 0，得 f(1)− f(c) < 0。又因 c < 1，故 1− c > 0。由此可得

f ′(ξ) < 0。
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数学 II
供题人：数试 2502 张杰铭 2026 年 04 月 20 日

难度：二星

注：本习题适合预科二正在学习《数学 II》的同学食用。

1. 设 f(x) 在 x0 处存在单侧导数，证明：

(1) 如果 x0 是 f(x) 的极小值点，那么 f ′
+(x0) ≥ 0, f ′

−(x0) ≤ 0；

(2) 如果 f ′
+(x0) > 0, f ′

−(x0) < 0，那么 x0 是 f(x) 的极小值点.

证 (1) 由于 x0 是 f(x) 的极小值点，在 x0 的某一邻域 U 内有

f(x) ≥ f(x0) (∀x ∈ U).

从而当 x > x0 时有
f(x)−f(x0)

x−x0
≥ 0. 取极限得

f ′
+(x0) = lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0.

当 x < x0 时有
f(x)−f(x0)

x−x0
≤ 0. 取极限得

f ′
−(x0) = lim

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0.

(2) 我们记 f ′
+(x0) = a > 0. 从而存在 δ+ > 0，满足

f(x)− f(x0)

x− x0
>

a

2
(∀x ∈ (x0, x0 + δ+))

这就是说 f(x)− f(x0) >
a
2(x− x0) > 0. 同理可得存在 δ− > 0，使得对任意的

x ∈ (x0 − δ−, x0) 有 f(x)− f(x0) >
b
2(x− x0) > 0. 故我们有

f(x) ≥ f(x0) (∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), δ = min{δ+, δ−})

即 x0 是 f(x) 的极小值点.

注 本题 (2) 中的条件若改为“f ′
+(x0) ≥ 0, f ′

−(x0) ≤ 0”，结论将不再成立.

1
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2. 用 Lagrange 中值定理证明不等式：

(1) | sinx− sin y| ≤ |x− y|；

(2) | arctanx− arctan y| ≤ |x− y|；

(3) ex > 1 + x (x > 0)；

(4) ln(1 + x) < x (x > 0).

证 容易验证 sinx, arctanx, ex, ln(1 + x) 在其定义域中的任一闭区间内都

满足 Lagrange 中值定理的使用条件，它们的导数分别为 cosx, 1
1+x2 , ex, 1

1+x .

(1) 当 x = y 时显然成立. 否则不妨 x > y，则存在 ξ ∈ (y, x) 使得

| sinx− sin y| = | cos ξ| · |x− y| ≤ |x− y|.

(2) 当 x = y 时显然成立. 否则不妨 x > y，则存在 ξ ∈ (y, x) 使得

| arctanx− arctan y| = 1

1 + ξ2
· |x− y| ≤ |x− y|.

(3) 存在 ξ ∈ (0, x) 使得

ex − e0 = eξ · (x− 0) > x,

化简即得 ex > 1 + x.

(4) 存在 ξ ∈ (0, x) 使得

ln(1 + x)− ln(1 + 0) =
1

1 + ξ
· (x− 0) < x,

化简即得 ln(1 + x) < x.

2
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3. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内可导. 若它不是线性的，即对任

意的 a0, a1 ∈ R，f(x)− (a1x+ a0) 不恒为 0，证明存在 ξ ∈ [a, b] 满足

f ′(ξ) >
f(b)− f(a)

b− a
.

证 考虑过 (a, f(a)), (b, f(b)) 两点的线性函数

g(x) =
f(b)− f(a)

b− a
· x+

bf(a)− af(b)

b− a
,

由 f(x) 非线性知存在 c ∈ (a, b) 使得 f(c) ̸= g(c).

当 f(c) > g(c) 时，由 Lagrange 中值定理，存在 ξ ∈ (a, c) 满足

f ′(ξ) =
f(c)− f(a)

c− a
>

g(c)− g(a)

c− a
=

f(b)− f(a)

b− a
.

当 f(c) < g(c) 时，由 Lagrange 中值定理，存在 ξ ∈ (c, b) 满足

f ′(ξ) =
f(b)− f(c)

b− c
>

g(b)− g(c)

b− c
=

f(b)− f(a)

b− a
.

对上述两种情况的讨论表明总是存在 ξ ∈ [a, b] 满足

f ′(ξ) >
f(b)− f(a)

b− a
.

注 本题的结论可以加强为：ξ ∈ [a, b] 满足

|f ′(ξ)| > |f(b)− f(a)

b− a
|.

3
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4. 设定义在 [a, b] 上的函数 f(x) 满足

|f(x1)− f(x2)| ≤ (x1 − x2)
2 (∀x1, x2 ∈ [a, b]),

证明 f(x) 在 [a, b] 上恒为常数.

证 法一. 我们证明对任意的 x0 ∈ (a, b) 有 f ′(x0) = 0.

设 δ > 0 满足 (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ [a, b]. 对任意 ∆x ∈ (0, δ) 有

|f(x+∆x)− f(x)

∆x
| ≤ ∆x,

这就是说

|f ′(x0)| = lim
∆x→0

|f(x+∆x)− f(x)

∆x
| ≤ lim

∆x→0
∆x = 0.

故 f(x) 在 [a, b] 上恒为常数.

法二. 对于任意取定的 x1, x2 ∈ [a, b] (x1 < x2)，我们证明 f(x1) = f(x2).

对任意的 n ∈ N+，我们记

ci =
n− i

n
x1 +

i

n
x2 (i = 0, 1, · · · , n).

于是

|f(x1)− f(x2)| ≤
n−1∑
i=0

|f(ci)− f(ci+1)| ≤
1

n
(x1 − x2)

2.

令 n → ∞ 可以得到 f(x1) = f(x2).

注 本题由于未给出连续性、可导性等条件，不能直接使用 Lagrange 中值定

理，但是可以通过所给条件用定义计算导数的值. 法二所给出的初等方法也起

到了不错的效果.
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数学 II
供题人：少年班 2405 张洛宁 2026年 03月 28日

难度：二星

注：本题适合预科二正在学习《数学 II》的同学食用。

1. 证明：在 x → 0时

1) cosx ∼ 1− 1
2x

2

2) ln(x+ 1) ∼ ex − 1 ∼ x

3) (1 + t)λ ∼ λt, (1− t)λ ∼ −λt

4) x
x+1 < ln(1 + x) < x（不需要 x → 0）

证明: 1)由余弦的二倍角公式 cosx = 1− 2 sin2
x

2
，得

1− cosx = 2 sin2
x

2
.

当 x → 0时，
x

2
→ 0，由等价无穷小 sinu ∼ u得 sin x

2 ∼ x
2，故

1− cosx ∼ 2
(x
2

)2

=
x2

2
.

2) ln(1 + x) ∼ x：利用重要极限 lim
x→0

(1 + x)1/x = e及对数连续性，

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)1/x = ln

(
lim
x→0

(1 + x)1/x
)
= ln e = 1.

故 ln(1 + x) ∼ x。

1
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ex − 1 ∼ x：令 t = ex − 1，则 x = ln(1 + t)，且 x → 0时 t → 0。于是

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

t→0

t

ln(1 + t)
= 1,

最后一步用到已证的 ln(1 + t) ∼ t。故 ex − 1 ∼ x。

3)考虑极限 lim
t→0

(1 + t)λ − 1

t
。令 u = (1+ t)λ − 1，则 (1 + t)λ = 1+ u，取

对数得

λ ln(1 + t) = ln(1 + u).

当 t → 0时 u → 0。利用已证的 ln(1 + t) ∼ t及 ln(1 + u) ∼ u，有

(1 + t)λ − 1

t
=

u

t
=

u

ln(1 + u)
· ln(1 + u)

t
=

u

ln(1 + u)
· λ ln(1 + t)

t
.

取极限得

lim
t→0

u

ln(1 + u)
= 1, lim

t→0

ln(1 + t)

t
= 1,

所以

lim
t→0

(1 + t)λ − 1

t
= 1 · λ · 1 = λ.

故 (1 + t)λ − 1 ∼ λt。将 λ换为 −λ或令 t 7→ −t可得 (1− t)λ − 1 ∼ −λt。

4)令 f(t) = ln(1+ t)，其在区间 [0, x]（或 [x, 0]当 x < 0）上连续，在 (0, x)

内可导，且 f ′(t) =
1

1 + t
。由拉格朗日中值定理，存在 ξ介于 0与 x之间，使

得
ln(1 + x)− ln 1

x− 0
=

1

1 + ξ
=⇒ ln(1 + x) =

x

1 + ξ
.

2
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若 x > 0，则 0 < ξ < x，从而 1 < 1 + ξ < 1 + x，于是

x

1 + x
<

x

1 + ξ
< x,

即
x

x+ 1
< ln(1 + x) < x。

若 −1 < x < 0，则 x < ξ < 0，此时 1 + x < 1 + ξ < 1，取倒数并乘以负

数 x会改变不等号方向，可得反向不等式。

2. 设函数 f 在 [0, 2]上连续，在 (0, 2)内二阶可导，且

f(0) = 0, f(1) = a, f(2) = b,

其中 a, b为常数。证明：存在 ξ ∈ (0, 2)，使得

f ′′(ξ) = b− 2a.

证明: 构造二次多项式 P (x) = Ax2 +Bx+C，使其经过点 (0, 0), (1, a), (2, b)。

由 P (0) = 0得 C = 0；

由 P (1) = a得 A+B = a；

由 P (2) = b得 4A+ 2B = b。

解得

A =
b− 2a

2
, B =

4a− b

2
,

于是 P ′′(x) ≡ 2A = b− 2a。

令 g(x) = f(x)− P (x)，则

g(0) = 0, g(1) = 0, g(2) = 0.

对 g在 [0, 1]上应用罗尔定理，存在 η1 ∈ (0, 1)使得 g′(η1) = 0；对 g在 [1, 2]上

3
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应用罗尔定理，存在 η2 ∈ (1, 2)使得 g′(η2) = 0。

再对 g′在 [η1, η2]上应用罗尔定理，存在 ξ ∈ (η1, η2) ⊂ (0, 2)使得 g′′(ξ) = 0。

由于 P (x)是二次多项式，其二阶导数恒为常数 b− 2a，故

0 = g′′(ξ) = f ′′(ξ)− P ′′(ξ) = f ′′(ξ)− (b− 2a).

因此 f ′′(ξ) = b− 2a，证毕。

3. 设函数 f 在 [−1, 1]上三阶可导，且满足

f(−1) = 0, f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = 0.

证明：存在 ξ ∈ (−1, 1)，使得 f ′′′(ξ) = 3。

证明: 由泰勒公式，将 f(1)与 f(−1)在 x = 0处展开至三阶拉格朗日余项：

f(1) = f(0) + f ′(0) · 1 + f ′′(0)

2
· 12 + f ′′′(ξ1)

6
· 13, ξ1 ∈ (0, 1),

f(−1) = f(0) + f ′(0) · (−1) +
f ′′(0)

2
· (−1)2 +

f ′′′(ξ2)

6
· (−1)3, ξ2 ∈ (−1, 0).

代入已知条件 f(0) = 0, f ′(0) = 0, f(1) = 1, f(−1) = 0，得
1 =

f ′′(0)

2
+

f ′′′(ξ1)

6
,

0 =
f ′′(0)

2
− f ′′′(ξ2)

6
.

两式相减消去 f ′′(0)，得到

1 =
f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

6
=⇒ f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2) = 6.

4
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令m = min{f ′′′(ξ1), f
′′′(ξ2)}，M = max{f ′′′(ξ1), f

′′′(ξ2)}，则

m ≤ f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

2
= 3 ≤ M.

若m = M，则 f ′′′(ξ1) = f ′′′(ξ2) = 3，结论已成立。

若 m < M，则 m < 3 < M。因为 f 三阶可导，f ′′′ 是 f ′′ 的导函数，根据

达布定理，存在介于 ξ1 与 ξ2 之间的点 ξ，使得 f ′′′(ξ) = 3。由于 ξ1 ∈ (0, 1)，

ξ2 ∈ (−1, 0)，故 ξ ∈ (−1, 1)。

综上，总存在 ξ ∈ (−1, 1)使 f ′′′(ξ) = 3。

4. 设函数 f 在点 x = 0处可导，且 f(0) = 0, f ′(0) = 2。此外，导函数 f ′在

x = 0处连续。求极限

lim
x→0

f(arcsinx)− f(arctanx)
x3

.

证明: 当 x → 0时，arcsinx → 0，arctanx → 0。由拉格朗日中值定理，存在介

于 arcsinx与 arctanx之间的实数 ξ，使得

f(arcsinx)− f(arctanx) = f ′(ξ)
(
arcsinx− arctanx

)
.

由于 arcsinx ∼ x, arctan x ∼ x，故 ξ 介于两个同阶无穷小之间，有 lim
x→0

ξ = 0。

又因 f ′在 x = 0处连续，所以

lim
x→0

f ′(ξ) = f ′(0) = 2.

另一方面，由泰勒展开可得:

arcsinx = x+
x3

6
+ o(x3), arctanx = x− x3

3
+ o(x3),

5
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于是

arcsinx− arctanx =
x3

2
+ o(x3) ∼ x3

2
(x → 0).

因此，

lim
x→0

f(arcsinx)− f(arctanx)
x3

= lim
x→0

f ′(ξ) · arcsinx− arctanx
x3

= 2× 1

2
= 1.

6
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数学 II
供题人：少年班 2403 王昱栋 2026年 05月 03日

难度：二星

注：本题适合预科二正在学习《数学 II》的同学食用。

1. 证明：曲线

y =
x+ 1

x2 + 1

有位于同一直线上的三个拐点。作出这个函数的图像。

答案：首先计算一阶和二阶导数。

y′ =
(x2 + 1) · 1− (x+ 1) · 2x

(x2 + 1)2
=

x2 + 1− 2x2 − 2x

(x2 + 1)2
=

−x2 − 2x+ 1

(x2 + 1)2
.

y′′ =
(−2x− 2)(x2 + 1)2 − (−x2 − 2x+ 1) · 2(x2 + 1) · 2x

(x2 + 1)4
.

分子提取公因子 2(x2 + 1)：

y′′ =
2(x2 + 1)

[
(−x− 1)(x2 + 1)− 2x(−x2 − 2x+ 1)

]
(x2 + 1)4

.

化简括号内：

(−x− 1)(x2 + 1) = −x3 − x− x2 − 1,

−2x(−x2 − 2x+ 1) = 2x3 + 4x2 − 2x.

相加得到：

(−x3 − x2 − x− 1) + (2x3 + 4x2 − 2x) = x3 + 3x2 − 3x− 1.

1
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所以

y′′ =
2(x3 + 3x2 − 3x− 1)

(x2 + 1)3
.

令 y′′ = 0，解三次方程 x3 + 3x2 − 3x− 1 = 0。因式分解：

x3 + 3x2 − 3x− 1 = (x− 1)(x2 + 4x+ 1) = 0,

解得 x = 1, x = −2±
√
3。三个拐点为：

x1 = 1, x2 = −2 +
√
3, x3 = −2−

√
3.

对应的 y 坐标分别代入原函数计算。经过计算可知这三个拐点共线。事实上，

可以验证它们满足线性方程 y = 1
2x+ 1

2。因此三个拐点位于同一直线上。

2. 研究摆线（旋轮线）

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (a > 0)

的凹凸性。

答案：先求一阶、二阶导数。

dy

dx
=

dy/dt

dx/dt
=

a sin t
a(1− cos t)

=
sin t

1− cos t
.

再求二阶导：
d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)/dx

dt
.

d

dt

(
sin t

1− cos t

)
=

cos t(1− cos t)− sin t · sin t
(1− cos t)2

=
cos t− cos2 t− sin2 t

(1− cos t)2
=

cos t− 1

(1− cos t)2
= − 1

1− cos t
.

2
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因此
d2y

dx2
=

− 1
1−cos t

a(1− cos t)
= − 1

a(1− cos t)2
.

由于 a > 0，分母 (1− cos t)2 ≥ 0，且分子为 −1，因此

d2y

dx2
< 0 (当t ̸= 2kπ), 在t = 2kπ处为尖点.

所以摆线的每一拱 (0 < t < 2π)上曲线是凸的（二阶导小于零对应凸函数，依

不同教材凹凸定义可能相反，此处以 y′′ < 0为上凸）。

3. 设当 x → 0时有 f(x) = 1 + kx+ o(x)。证明：

lim
x→0

(f(x))
1
x = ek.

证明：由已知条件，当 x → 0，

f(x) = 1 + kx+ o(x).

考虑极限

L = lim
x→0

(f(x))1/x.

取自然对数：

lnL = lim
x→0

ln f(x)
x

.

由于 f(x) → 1，利用 ln(1 + u) ∼ u（u → 0）：

ln f(x) = ln
(
1 + kx+ o(x)

)
∼ kx+ o(x).

因此
ln f(x)

x
→ k (x → 0).

3
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于是 lnL = k，即 L = ek。证毕。

4. 将函数 f(x) = xx − 1按照 x− 1的非负整数次幂展开至含有 (x− 1)3

的项。

答案：令 t = x− 1，则 x = 1 + t，且 t → 0对应于 x → 1。首先写出 xx

在 x = 1处的展开式。

因为

xx = ex lnx,

记 g(x) = x lnx。在 x = 1处展开 g(x)：

g(1) = 1 · 0 = 0.

g′(x) = lnx+ 1, g′(1) = 1.

g′′(x) =
1

x
, g′′(1) = 1.

g′′′(x) = − 1

x2
, g′′′(1) = −1.

从而

g(x) = 0 + (x− 1) +
1

2!
(x− 1)2 +

−1

3!
(x− 1)3 + o((x− 1)3)

= (x− 1) +
1

2
(x− 1)2 − 1

6
(x− 1)3 + o((x− 1)3).

于是

xx = eg(x) = exp
[
t+

1

2
t2 − 1

6
t3 + o(t3)

]
,

其中 t = x− 1。利用 eu = 1 + u+ u2

2 + u3

6 + o(u3)，代入

u = t+
1

2
t2 − 1

6
t3.

4
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计算：

u2 = t2 + t3 + o(t3), u3 = t3 + o(t3).

因此

xx = 1 +

(
t+

1

2
t2 − 1

6
t3
)
+

1

2

(
t2 + t3

)
+

1

6
t3 + o(t3).

合并系数：

t : 1,

t2 :
1

2
+

1

2
= 1,

t3 : −1

6
+

1

2
· 1 + 1

6
= −1

6
+

1

2
+

1

6
=

1

2
.

故

xx = 1 + t+ t2 +
1

2
t3 + o(t3).

于是

f(x) = xx − 1 = t+ t2 +
1

2
t3 + o(t3),

即

f(x) = (x− 1) + (x− 1)2 +
1

2
(x− 1)3 + o

(
(x− 1)3

)
.

5
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少年班数学

供题人：少年班 2407 吴悠

1. 设 f(x)在区间 I 上可导。证明：f(x)在 I 上满足 Lipschitz条件的充分必要条件是 f ′(x)

在 I 上有界。

证明. (⇐) 设 ∃M > 0，使得 ∀x ∈ I, |f ′(x)| ≤ M。∀x1, x2 ∈ I, x1 ̸= x2，由 Lagrange 中值定

理，∃ξ 介于 x1, x2 之间，使得

f(x1)− f(x2) = f ′(ξ)(x1 − x2).

得 |f(x1)− f(x2)| = |f ′(ξ)||x1 − x2| ≤ M |x1 − x2|。取 L = M 即可。

(⇒) 设 ∃L > 0，使得 ∀x1, x2 ∈ I, |f(x1) − f(x2)| ≤ L|x1 − x2|。∀x ∈ I, ∀∆x ̸= 0 且

x+∆x ∈ I，有 ∣∣∣∣f(x+∆x)− f(x)

∆x

∣∣∣∣ ≤ L.

令 ∆x → 0，得 |f ′(x)| ≤ L。证毕。

2. 设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，且满足 f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(0) = 0。证明：在 (0, 1) 内至

少存在一点 ξ，使得

|f ′′(ξ)| ≥ 2.

证明. 将 f(x) 在 x = 0 处作 Taylor 展开：

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(ξx)

2
x2, ξx ∈ (0, x).

代入 x = 0，得

1 =
f ′′(ξ)

2
, ξ ∈ (0, 1).

故 f ′′(ξ) = 2 =⇒ |f ′′(ξ)| ≥ 2。

3. 设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，满足 f(0) = f(1) = 0，且 minx∈[0,1] f(x) = −1。证明：在

(0, 1) 内至少存在一点 ξ，使得

f ′′(ξ) ≥ 8.

1
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证明. 设 f(x0) = minx∈[0,1] f(x) = −1。由 f(0) = f(1) = 0 知 x0 ∈ (0, 1)。由 Fermat 定理，

f ′(x0) = 0。在 x0 处作 Taylor 展开，分别代入 x = 0 与 x = 1：

0 = f(0) = −1 +
f ′′(η1)

2
x2
0 =⇒ f ′′(η1) =

2

x2
0

, η1 ∈ (0, x0).

0 = f(1) = −1 +
f ′′(η2)

2
(1− x0)

2 =⇒ f ′′(η2) =
2

(1− x0)2
, η2 ∈ (x0, 1).

故有 min{x2
0, (1− x0)

2} ≤ 1
4
。若 x2

0 ≤ 1
4
，则 f ′′(η1) ≥ 8；若 (1− x0)

2 ≤ 1
4
，则 f ′′(η2) ≥ 8。故

∃ξ ∈ {η1, η2} ⊂ (0, 1)，使得 f ′′(ξ) ≥ 8。

4. 求极限：

lim
x→0

1

x

[(
ln(1 + x)

x

) 1
x

− e−1/2

]
.

解.
ln(1 + x)

x
= 1− x

2
+

x2

3
+ o(x2).

两边取对数：

ln
(

ln(1 + x)

x

)
= ln

(
1 +

(
−x

2
+

x2

3
+ o(x2)

))
=

(
−x

2
+

x2

3

)
− 1

2

(
−x

2

)2

+ o(x2)

= −x

2
+

5

24
x2 + o(x2).

代回原式：

lim
x→0

exp
(
−1

2
+ 5

24
x+ o(x)

)
− e−1/2

x
= lim

x→0

e−1/2
(
e

5
24

x+o(x) − 1
)

x

= lim
x→0

e−1/2
(

5
24
x+ o(x)

)
x

=
5

24
√
e
.

2
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数学 II
供题人：数试 2502 张杰铭 2026 年 05 月 18 日

难度：二星

注：本习题适合预科二正在学习《数学 II》的同学食用。

1. 设 f(x) 是 [0, 1] 上的凸函数，满足 f(0) = f(1) = 0. 证明 f(x) 在 (0, 1)

上恒负或恒为零.

证 由凸函数的定义易知对任意 x ∈ (0, 1) 有

f(x) = f(x · 1 + (1− x) · 0) ≤ xf(1) + (1− x)f(0) = 0.

如果 f(x) 在 (0, 1) 上不恒负，即存在 c ∈ (0, 1) 使得 f(c) = 0. 则对任意

x ∈ (0, c)，取 λ = 1−c
1−x，由凸函数的定义知

f(c) = f(λ · x+ (1− λ) · 1) ≤ λf(x) + (1− λ)f(1)

即

f(x) ≥ 1

λ
(f(c)− (1− λ)f(1)) = 0.

由 f(x) ≤ 0 知 f(x) = 0. 同理，对任意 x ∈ (c, 1) 有 f(x) = 0，从而 f(x) 在

(0, 1) 上恒为零.

注 本题有多种做法，例如排除恒为零的情形后利用 (0, 1)内的一个负值点与

端点作割线放缩即可得到 f(x) 在 (0, 1) 上恒负.

1
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2. 设 f(x) 是 [a, b] 上的凸函数.

(1) 证明 f(x) 在 (a, b) 内的任一点处存在单侧导数；

(2) 证明 f(x) 在 (a, b) 内连续；

(3) 举例说明 f(x) 不一定在 [a, b] 上连续，也不一定在 (a, b) 内可导.

证 (1) 对任意 c ∈ (a, b)，取 δ > 0 使得 (c− δ, c + δ) ⊆ (a, b). 我们首先证明

当 0 < |t| < δ 时有

f(c− δ)− f(c)

−δ
≤ f(c+ t)− f(c)

t
≤ f(c+ δ)− f(c)

δ
.

事实上，当 t > 0 时，由凸函数的定义有

f(c) = f(
t

δ + t
· (c− δ) +

δ

δ + t
· (c+ t)) ≤ t

δ + t
· f(c− δ) +

δ

δ + t
· f(c+ t)

f(c+ t) = f(
t

δ
· (c+ δ) +

δ − t

δ
· c) ≤ t

δ
· f(c+ δ) +

δ − t

δ
· f(c)

整理即可得到要证的不等式. t < 0 的情形是同理的.

在 (0, δ)上定义 g(t) = f(c+t)−f(c)
t . 从而 g(t)单调增加且有下界，这说明它

在 t = 0处的右极限存在（若不然，我们可以构造单调减少的数列 {tn} ⊆ (0, δ)

使得 {f(tn)} 发散，从而与单调有界收敛原理矛盾），即 f(x) 在 x = c 处的

右导数存在. 同理 f(x) 在 x = c 处的左导数存在. 由 c 的任意性知 f(x) 在

(a, b) 内的任一点处存在单侧导数.

(2) 任取 c ∈ (a, b)，由于 f(x) 在 x = c 处有左、右导数，从而 f(x) 在

x = c 处左、右连续，即 f(x) 在 (a, b) 内连续.

(3) 考虑

f(x) =


|x− a+b

2 |, x ∈ (a, b)

b−a
2 + 1, x ∈ {a, b}

,

它在端点处不满足单侧连续性，同时在 x = a+b
2 处不可导.

注 我们在 (1) 中所证不等式的几何意义是直观的.

2
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3. 设 x1 ∈ (0, π2 )，xn+1 = sinxn (n ∈ N+). 证明 xn ∼
√

3
n (n → ∞).

证 先证 xn → 0 (n → ∞). 事实上，由数列 {xn} 单调有界知它存在极限. 记

A := limn→∞ xn，从而由 sin 的连续性，我们有

A = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

sinxn = sin( lim
n→∞

xn) = sinA

从而 A = 0. 即 xn → 0 (n → ∞).

回到原题，我们需要证明 limn→∞

3

x2n

n = 1. 这使我们考虑使用 Stolz 定理.

事实上，t → 0 时我们有

3(t2 − sin2 t)

t2 sin2 t
=

3(t2 − (t− 1
6t

3 + o(t3))2)

t2 sin2 t
=

t4 + o(t4)

t4
· t2

sin2 t
= 1 + o(1)

从而由 xn → 0 (n → ∞) 知

3

x2n
− 3

x2n−1

=
3(x2n−1 − sin2 xn−1)

x2n−1 sin2 xn−1

→ 1 (n → ∞),

从而由 Stolz 定理知

lim
n→∞

3
x2
n

n
= lim

n→∞

3
x2
n
− 3

x2
n−1

n− (n− 1)
= lim

n→∞

3

x2n
− 3

x2n−1

= 1.

3
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4. 设定义在 [0, 1] 上的函数 f(x) 二阶可导，且满足 |f(x)| ≤ 1, |f ′′(x)| ≤ 2.

证明 |f ′(x)| ≤ 3，并举例说明这一结果是最优的.

证 由题意知 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导，任取 c ∈ [0, 1]，作 f(x) 在 x = c 处

的带 Lagrange 余项的一阶 Taylor 公式

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
1

2
f ′′(ξ)(x− c)2,

其中 ξ 介于 x 与 c 之间. 代入 x = 0 与 x = 1 有

f(0) = f(c)− f ′(c)c+
1

2
f ′′(ξ1)c

2

f(1) = f(c) + f ′(c)(1− c) +
1

2
f ′′(ξ2)(1− c)2

两式相减并整理得

f ′(c) = f(1)− f(0) +
1

2
f ′′(ξ1)c

2 − 1

2
f ′′(ξ2)(1− c)2

从而有

|f ′(c)| = |f(1)− f(0) +
1

2
f ′′(ξ1)c

2 − 1

2
f ′′(ξ2)(1− c)2|

≤ |f(1)|+ |f(0)|+ 1

2
· 2(c2 + (1− c)2)

≤ 2 + 1 = 3

由 c 的任意性得证.

f(x) = x2 − 1 满足条件且 f ′(1) = 3，这说明我们的结果是最优的.

注 从证明过程中容易看出，一般地有 |f ′| ≤ 2 sup |f |+ 1
2 sup |f ′′|.
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