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第一章 集合与关系

§ 1.1 集合的运算

OO 1. 一一一般般般术术术语语语.

设 A, B 是集合.

• 如果对任意的 x ∈ A, 都有 x ∈ B, 则称 A 是 B 的子集, 或者称 A 包含于 B, 或者

称 B 包含 A, 记作 A ⊆ B.

• 如果 A ⊆ B 且 B ⊆ A, 则称 A 与 B 相等, 记作 A = B.

• 如果 A = B 不成立, 则称 A 与 B 不相等, 记作 A ̸= B.

• 如果 A ⊆ B 且 A ̸= B, 则称 A 是集合 B 的真子集, 记作 A ⊂ B.

• 不包含任何元素的集合称为空集, 记作 ∅ 或 {}. 空集是任意集合的子集.

• 不是空集的集合称为非空集合, 或称这样的集合是非空的.

OO 2. 集集集合合合的的的运运运算算算.

设 A, B 是集合.

• 把集合 {x | x ∈ A 或 x ∈ B} 称为 A 与 B 的并集, 记为 A ∪B.

• 把集合 {x | x ∈ A 且 x ∈ B} 称为 A 与 B 的交集, 记为 A ∩B.

• 把集合 {x | x ∈ A 且 x /∈ B} 称为 A 与 B 的差集, 记为 A \B.

OO 3. 全全全集集集和和和补补补集集集.
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2 第一章 集合与关系

集合 U 的所有子集所构成的集合称为 U 的幂集, 记作 P(U) 或 2U , 即

2U = {S | S ⊆ U}.

例例例1 集合 U = {1, 2, 3} 的幂集为

2U = {{}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

因 ∅, U ⊆ U , 故 ∅, U ∈ 2U , 所以幂集总是非空的.

通常情况下, 我们所考虑的集合 A, B, · · · 等等, 都是某个确定的更大的集合 U 的

子集, 此时把 U 就叫做全集.

如果 A 是全集 U 的一个子集, 就把 U \ A 称为 A 在 U 中的补集 (或余集), 记作

CU(A), 或简单写成 Ac.

如不加说明, 本节所讨论的集合的交、并、余、差等运算, 都是在某个全集 U 之内

的运算.

例例例2 证明: A \B = A ∩Bc.

证明. 要证明集合 A \B = A ∩Bc, 就是要证 A \B ⊆ A ∩Bc 且 A ∩Bc ⊆ A \B.

我们先来证明 A \B ⊆ A ∩Bc, 即要证对任意的 x ∈ A \B 都有 x ∈ A ∩Bc.

事实上, 对任意的 x ∈ A \ B, 由差集的定义知 x ∈ A 且 x /∈ B. 因 x /∈ B 故

x ∈ Bc. 所以 x ∈ A 且 x ∈ Bc. 由交集的定义, 就有 x ∈ A ∩ Bc. 再由子集的定义, 知

A \B ⊆ A ∩Bc.

类似的办法可以证明 A ∩Bc ⊆ A \B.

最后, 由集合相等的定义, 就得到 A \B = A ∩Bc.

OO 4. 集集集合合合的的的运运运算算算律律律.

下面的定理列出 “交”, “并”, “余” 的一些重要的运算规律.

定定定理理理1 设 A,B,C 是全集 U 的子集, 则有

(1) 结合律: A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C;

(2) 交换律: A ∪B = B ∪ A, A ∩B = B ∩ A;

(3) 吸收律: A ∪ (A ∩B) = A, A ∩ (A ∪B) = A;
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(4) 分配律: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C), A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);

(5) 互补律: A ∪ Ac = U , A ∩ Ac = ∅;

(6) 幂等律: A ∪ A = A, A ∩ A = A;

(7) 有界律: A ∪∅ = A, A ∪ U = U , A ∩∅ = ∅, A ∩ U = A;

(8) 0-1 互补律: ∅c = U , U c = ∅;

(9) De Morgan 律: (A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc;

(10) 对合律: (Ac)c = A. 　

证明. 不证显然的 (1) (2) (3) (4) (5). 下面用前 5 条性质证明其余的性质.

(6) 幂等律. 由吸收律知

A ∩ (A ∪ A) = A, A ∪ (A ∩ (A ∪ A)) = A;

因此

A ∪ A = A ∪ (A ∩ (A ∪ A)) = A.

同理,

A ∩ A = A ∩ (A ∪ (A ∩ A)) = A.

(7) 有界律. 由互补律知, A ∩ Ac = ∅; 由吸收律知,

A ∪∅ = A ∪ (A ∩ Ac) = A.

同理有

A ∪ U = A ∪ (A ∪ Ac) = (A ∪ A) ∪ Ac = A ∪ Ac = U,

这里依次利用了互补律, 结合律, 幂等律, 互补律. 剩下的两个等式是类似的.

(8) 0-1 互补律. 依次利用吸收律, 交换律, 互补律, 交换律, 互补律, 有

∅c = ∅c ∪ (∅c ∩∅) = ∅c ∪ (∅ ∩∅c) = ∅c ∪∅ = ∅ ∪∅c = U.

第二个等式是类似的.

(9) De Morgan律. 记 S = A ∪B , T = Ac ∩Bc , 则

S ∪ T = (A ∪B) ∪ (Ac ∩Bc)

= ((A ∪B) ∪ Ac) ∩ ((A ∪B) ∪Bc) = U ∩ U = U,
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S ∩ T = (A ∪B) ∩ (Ac ∩Bc)

= (A ∩ (Ac ∩Bc)) ∪ (B ∩ (Ac ∩Bc)) = ∅ ∪∅ = ∅,

故

Sc = Sc ∪∅ = Sc ∪ (S ∩ T ) = (Sc ∪ S) ∩ (Sc ∪ T )

= U ∩ (Sc ∪ T ) = (S ∪ T ) ∩ (Sc ∪ T )

= (S ∩ Sc) ∪ T = T,

即 (A ∪B)c = Ac ∩Bc. 第二个等式是类似的.

(10) 对合律. 由互补律知 A ∪ Ac = U , A ∩ Ac = ∅. 把这两个等式中的集合 A 换成

集合 Ac 就有

Ac ∪ (Ac)c = U, Ac ∩ (Ac)c = ∅.

故

(Ac)c = (Ac)c ∪ (Ac ∩ A)

= ((Ac)c ∪ Ac) ∩ ((Ac)c ∪ A)

= (Ac ∪ A) ∩ ((Ac)c ∪ A)

= (Ac ∩ (Ac)c) ∪ A = A.

OO 5. 扩扩扩展展展: 集集集合合合族族族的的的交交交和和和并并并.

设 Sλ (λ ∈ Λ)都是集合 (其中 Λ是任一指标集, Λ可以是有限集, 也可以是无穷集).

• 集合 {x | 存在某个 λ ∈ Λ 使得 x ∈ Sλ} 称为 Sλ (λ ∈ A) 的并集, 记为
∪
λ∈Λ

Sλ.

• 集合 {x | 对任意的 λ ∈ Λ 都有 x ∈ Sλ} 称为 Sλ (λ ∈ A) 的交集, 记为
∩
λ∈Λ

Sλ.

例例例3 集合 A, B, C 的交可以简单地写成 A ∩ B ∩ C, 它等于 (A ∩B) ∩ C, 因此可以

看作多次使用的交运算得到的.

例例例4 考虑所有的形如
(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)
的开区间 (其中 n 是正整数), 它们的交就是

∞∩
n=1

(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)
=

{
x
∣∣∣ 对任意的正整数 n 都有 x ∈

(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)}
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= [1, 2],

它们的并就是
∞∪
n=1

(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)
=

{
x
∣∣∣ 存在某个正整数 n 使得 x ∈

(
1− 1

n
, 2 +

1

n

)}
= (0, 3).

定定定理理理2 设 A, Sλ (λ ∈ Λ) 都是集合 (其中 Λ 是任一指标集), 则有

(1) 分配律: A ∩
( ∪

λ∈Λ

Sλ

)
=

∪
λ∈Λ

(A ∩ Sλ), A ∪
( ∩

λ∈Λ

Sλ

)
=

∩
λ∈Λ

(A ∪ Sλ).

(2) De Morgan律:
( ∪

λ∈Λ

Sλ

)c

=
∩
λ∈Λ

(Sλ
c),

( ∩
λ∈Λ

Sλ

)c

=
∪
λ∈Λ

(Sλ
c).

§ 1.2 关系

定定定义义义1 (有序对) 设 A, B 是集合. 若 a ∈ A, b ∈ B, 则称集合 {{a}, {a, b}} 为元素 a

与 b 构成的有序对, 记之为 (a, b).

例例例1 由定义知 (1, 2) = {{1}, {1, 2}}, (2, 1) = {{2}, {1, 2}}, 因此 (1, 2) ̸= (2, 1).

(1, 1) = {{1}, {1, 1}} = {{1}, {1}} = {{1}}.

定定定理理理1 (a, b) = (c, d) 的充要条件是: a = c 且 b = d.

证明. (充分性) 如果 a = c 且 b = d, 那么, {a} = {c}, {a, b} = {c, d}, 因此有

{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}, 即 (a, b) = (c, d).

(必要性) 设 (a, b) = (c, d), 即 {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. 故

{a} = {a} ∩ {a, b} = {c} ∩ {c, d} = {c},

所以 a = c. 因此 {{a}, {a, b}} = {{a}, {a, d}}, 于是又有

{a, b} = {a} ∪ {a, b} = {a} ∪ {a, d} = {a, d}.

下面分两种情况讨论:

(i) 若 a = b, 则由 d ∈ {a, d} 以及 {a, d} = {a, b} = {b, b} = {b}, 知 b = d.

(ii) 若 a ̸= b, 则由 b ∈ {a, b} 及 {a, b} = {a, d} 得 b ∈ {a, d}, 因此也有 b = d.

问问问题题题1 应如何定义 “有序 n-元组” (a1, a2, · · · , an), 使得

(a1, a2, · · · , an) = (b1, b2, · · · , bn) ⇐⇒ 对每个 k ∈ {1, 2, · · · , n} 都有 ak = bk ?
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定定定义义义2 (直积, Cartesian 积) 设 X, Y 是集合, 称集合 {(x, y) | x ∈ X 且 y ∈ Y } 为

X 与 Y 的直积, 记为 X × Y .

例例例2 设 X = {A,K,Q, J, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2}, Y = {♠,♡,♢,♣}, 则它们的直积为

X × Y ={(A,♣), (K,♣), (Q,♣), (J,♣), (10,♣), · · · , (3,♣), (2,♣),

(A,♢), (K,♢), (Q,♢), (J,♢), (10,♢), · · · , (3,♢), (2,♢),

(A,♡), (K,♡), (Q,♡), (J,♡), (10,♡), · · · , (3,♡), (2,♡),

(A,♠), (K,♠), (Q,♠), (J,♠), (10,♠), · · · , (3,♠), (2,♠)}.

直积是 X 中的元素与 Y 中的元素构成的有序对的全体所构成的集合.

一般地, 设 X1, X2, · · · , Xn 是集合, 它们的直积被定义为

X1 ×X2 × · · · ×Xn := {(x1, x2, · · · , xn) | xi ∈ Xi, i = 1, 2, · · · , n}.

定定定义义义3 (二元关系) 设 X, Y 是非空集合, 若 R 是 X × Y 的一个子集, 我们就称 R

是一个从 X 到 Y 的二元关系.

设 x ∈ X, y ∈ Y , 如果 (x, y) ∈ R, 则称 x 与 y 有关系 R, 记为 xRy.

特别地, 从 X 到 X 的二元关系关系称为 X 上的二元关系.

例例例3 若 R = {(x, y) ∈ R×R : x2+4y2 ≤ 1},则 R是一个从 R到 R的二元关系.

例例例4 若 R = {(x, y) ∈ Z× Z :存在整数 k 使得 x− y = 3k}, 则 R 是一个从 Z 到 Z

的二元关系, 即 R 是 Z 上的二元关系.

例例例5 若 R = {(x, y) ∈ Q×Q :存在整数 r 使得 y − x = r}, 则 R 是一个从 Q 到 Q

的二元关系, 即 R 是 Q 上的二元关系.

定定定义义义4 (复合关系) 设 R 是从 X 到 Y 的二元关系, S 是从 Y 到 Z 的二元关系, 记

S ◦R := {(x, z) ∈ X × Z | 存在 y ∈ Y 使得 (x, y) ∈ R 且 (y, z) ∈ S},

并把从 X 到 Z 的二元关系 S ◦R 称为 R 与 S 的复合关系.

例例例6 对任意非空集合 X, 把 X 上的二元关系 {(x, y) ∈ X ×X | x = y} 称为 X 上

的恒同映射, 记为 IX , 即 IX = {(x, x) | x ∈ X}. 证明: 若 X,Y 都是非空集, R 是从 X

到 Y 的二元关系, 则 R ◦ IX = R, IY ◦R = R.

解. 对任意的 (x, y) ∈ R, 因 (x, x) ∈ IX , 故 (x, y) ∈ R ◦ IX , 因此 R ⊆ R ◦ IX .



§ 1.2 关系 7

另一方面, 对任意的 (x, y) ∈ R ◦ IX , 存在 t ∈ X 使得 (x, t) ∈ IX , (t, y) ∈ R. 由

(x, t) ∈ IX 知 x = t, 故 (x, y) = (t, y) ∈ R, 因此又有 R ◦ IX ⊆ R.

综上得 R ◦ IX = R. 第二个式子是类似的.

例例例7 设 R = {(x, y) ∈ R × R : x2 + 4y2 ≤ 1}, S = {(x, y) ∈ R × R : x − y > 1}, 求

S ◦R.

解. 根据复合关系的定义直接计算,

S ◦R = {(x, y) ∈ R× R :存在 t 使得 (x, t) ∈ R 且 (t, y) ∈ S}

= {(x, y) ∈ R× R :存在 t 使得 x2 + 4t2 ≤ 1 且 t− y > 1}

=
{
(x, y) ∈ R× R :存在 t 使得 −

√
1− x2

2
≤ t ≤

√
1− x2

2
且 t > y + 1

}
=

{
(x, y) ∈ R× R :存在 t 使得 t ∈

[
−

√
1− x2

2
,

√
1− x2

2

]
∩ (y + 1,+∞)

}
=

{
(x, y) ∈ R× R :

[
−

√
1− x2

2
,

√
1− x2

2

]
∩ (y + 1,+∞) ̸= ∅

}
=

{
(x, y) ∈ R× R :

√
1− x2

2
∈ (y + 1,+∞)

}
=

{
(x, y) ∈ R× R :

√
1− x2 > 2y + 2

}
.

定定定理理理2 (结合律) 若 R 是从 X 到 Y 的二元关系, S 是从 Y 到 Z 的二元关系, T 是

从 Z 到 W 的二元关系, 则 T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R.

证明. 因 S ◦R 是从 X 到 Z 的二元关系, 故 T ◦ (S ◦R) 是从 X 到 W 的二元关系.

因 T ◦ S 是从 Y 到 W 的二元关系, 故 (T ◦ S) ◦R 从是 X 到 W 的二元关系. 对任意的

(x,w) ∈ X ×W , 要证明 (x,w) ∈ T ◦ (S ◦R) ⇐⇒ (x,w) ∈ (T ◦ S) ◦R. 事实上,

(x,w) ∈ T ◦ (S ◦R) ⇐⇒ 存在 z ∈ Z, 使得 (x, z) ∈ S ◦R 且 (z, w) ∈ T

⇐⇒ 存在 z ∈ Z, 存在 y ∈ Y, 使得 (x, y) ∈ R 且 (y, z) ∈ S 且 (z, w) ∈ T

⇐⇒ 存在 y ∈ Y, 存在 z ∈ Z, 使得 (x, y) ∈ R 且 (y, z) ∈ S 且 (z, w) ∈ T

⇐⇒ 存在 y ∈ Y, 使得 (x, y) ∈ R 且 (y, w) ∈ T ◦ S

⇐⇒ (x,w) ∈ (T ◦ S) ◦R.

定定定义义义5 (逆关系) 设 R 是从 X 到 Y 的二元关系, 记

R−1 := {(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ R},
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并把从 Y 到 X 的二元关系 R−1 称为关系 R 的逆关系.

例例例8 考虑 R 上的关系 S = {(x, y) ∈ R× R | y > x2}. S 的逆关系 S−1 仍是 R 上的

关系, 且

S−1 = {(y, x) ∈ R× R | y > x2} = {(x, y) ∈ R× R | x > y2}.

定定定理理理3 若 R 是从 X 到 Y 的二元关系, 则 (R−1)−1 = R.

证明. 对任意的 (x, y) ∈ X × Y , 有

(x, y) ∈ (R−1)−1 ⇐⇒ (y, x) ∈ R−1 ⇐⇒ (x, y) ∈ R.

所以 (R−1)−1 = R.

定定定理理理4 若 R 是从 X 到 Y 的二元关系, S 是从 Y 到 Z 的二元关系, 则有

(S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1.

证明. 对任意的 (z, x) ∈ Z ×X,

(z, x) ∈ (S ◦R)−1 ⇐⇒ (x, z) ∈ S ◦R

⇐⇒ 存在 y ∈ Y, 使得 (x, y) ∈ R 且 (y, z) ∈ S

⇐⇒ 存在 y ∈ Y, 使得 (y, x) ∈ R−1 且 (z, y) ∈ S−1

⇐⇒ (z, x) ∈ R−1 ◦ S−1.

因此 (S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1.

定定定义义义6 (等价关系) 设 R 是非空集合 X 上的一个二元关系. 如果 R 满足

(1) 反身性: 对任意的 x ∈ X 都有 xRx;

(2) 对称性: 对任意的 x, y ∈ X, 若 xRy, 则 yRx;

(3) 传递性: 对任意的 x, y, z ∈ X, 若 xRy 且 yRz, 则 xRz;

那么, 就称 R 是 X 上的一个等价关系.

对于给定的等价关系 R, 若 xRy, 则称 x 与 y 等价, 记作 x ∼ y.

例例例9 对任意非空集合 X, IX = {(x, x) | x ∈ X} 是 X 上的一个等价关系. X ×X 也

是 X 上的一个等价关系. 从集合的包含关系看, IX 是 X 上最小的等价关系, X ×X 是

X 上最大的等价关系.
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例例例10 {(x, y) ∈ R× R | x− y ∈ Z}, {(x, y) ∈ R× R | x− y ∈ Q} 都是 R 上的等价

关系. 但 {(x, y) ∈ R× R | x− y ∈ N} 则不是 R 上的等价关系, 因为它不是对称的.

设 m ∈ N+, 则 {(x, y) ∈ Z× Z | 存在 k ∈ Z 使得 x− y = km} 是 Z 上的等价关系.

在这个等价关系下, 称相互等价的元素 x, y 是模 m 同余的, 记为 x ≡ y (mod m).

定定定义义义7 设 R 是 X 上的等价关系. 对任意的 x ∈ X, 称 [x]R := {y ∈ X | yRx} 为 R

的一个等价类. 集合 X/R := {[x]R |x ∈ X} 称为 X 关于 R 的商集.

定定定理理理5 若 R 是非空集 X 上的等价关系, 则 R 每个等价类都是非空的, 不相等的等

价类是互不相交的, 并且 X =
∪
x∈X

[x]R.

§ 1.3 映射

定定定义义义1 (映射, 函数) 设 X 是非空集, R 是从 X 到 Y 的二元关系. 如果 R 满足下列

条件:

(1) R 是右唯一的: 若 xRy1 且 xRy2, 则 y1 = y2;

(2) R 是左满的: 对任意的 x ∈ X, 存在 y ∈ Y , 使得 xRy.

则称 R 是一个从 X 到 Y 的映射或函数, 记作 R : X → Y .

对于给定的映射 R : X → Y , 如下的相关概念是有用的.

• 对于任意的 x ∈ X, y ∈ Y , 若 xRy, 则称 y 是 x 在映射 R 下的像, 或称 y 是函数

R 在 x 处的函数值, 并记做 R : x 7→ y, 或是 y = R(x).

• 把集合 X 称为映射 R 的定义域, 把 Y 称为映射 R 的陪域.

• 把 Y 的子集

R(X) := {y | 存在 x ∈ X 使得 y = R(x)}

称为映射 R 的值域.

• 若 A ⊆ X, 则把 Y 的子集

R(A) := {y | 存在 x ∈ A 使得 y = R(x)}

称为 A 在映射 R 下的像.
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• 若 B ⊆ Y , 则把 X 的子集

R−1(B) := {x | x ∈ A 且 R(x) ∈ B}

称为 B 在映射 R 下的原像.

• 若 X1 ⊆ X, 映射 R1 : X1 → Y 满足: 对任意的 x ∈ X1 都有 R1(x) = R(x), 则称

R1 是 R 在 X1 上的限制, 称 R 是 R1 的一个延拓, 记作 R1 = R
∣∣
X1
.

定定定理理理1 (复合映射) 设 f : X → Y , g : Y → Z, 则 g ◦ f : X → Z.

证明. 因 f : X → Y 是映射, 故对任意的 x ∈ X, 存在 y ∈ Y 使得 xfy.

因 g : Y → Z 也是映射, 故存在 z ∈ Z 使得 yfz.

由复合关系的定义知有 x(g ◦ f)z. 因此 g ◦ f 是左满的.

对任意的 x ∈ X, z1, z2 ∈ Z, 若 x(g ◦ f)z1 且 x(g ◦ f)z2, 则存在 y1 ∈ Y 使得 xfy1

且 y1gz1, 也存在 y2 ∈ Y 使得 xfy2 且 y2gz2.

由 f 是右唯一的知 y1 = y2, 故 y1gz1, y1gz2. 再由 g 是右唯一的知 z1 = z2. 因此

g ◦ f 是右唯一的. 所以 g ◦ f 是映射.

注. 我们把映射 g ◦ f : X → Z 称为映射 f 与 g 的复合映射.

例例例1 设 X = R, Y = R, 则从 X 到 Y 的二元关系

f = {(x, y) | x, y ∈ R, y = x2}

是一个从 X 到 Y 的映射, 通常记为

f : X → Y, x 7→ x2, 或 f(x) = x2 (x ∈ R).

这里 f 的定义域和陪域都是 R, 值域为 f(R) = {z ∈ R | z > 0}.

若设 Z = {z ∈ R | z > 0}, 则从 X 到 Z 的二元关系

g = {(x, z) | x ∈ R, z ∈ Z, z = x2}

是一个从 X 到 Z 的映射, 即 g : X → Z, x 7→ x2, 其值域是 g(R) = Z.

注意到 f 和 g 的定义域是相同的, 而且对于任意的 x ∈ X, f(x) = g(x). 通常我们

会认为这两个函数是相同的. 事实上, 如果我们仅仅考虑 f 和 g 作为二元关系, 这两个

有序对集合 (在平面的坐标系里看, 就相当于函数的图像) 是完全相同的.
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定定定义义义2 (单射, 满射, 双射) 设 f : X → Y .

(1) 若对满足 f(x1) = f(x2) 的 x1, x2 ∈ X 都有 x1 = x2, 则称 f 是单射.

(2) 若对任意的 y ∈ Y 都存在 x ∈ X 使得 y = f(x), 称 f 是满射

(3) 若 f 既是单射又是满射, 则称 f 是双射.

例例例2 继续考虑例 1. 根据上述定义, f 和 g 都不是单射, 因而必然不是双射. f 不是

满射, 但 g 是满射. 一般地, 对于任意映射 f : X → Y , 在函数的图像相同的意义下, 总

是可以把它看成是从 X 到 f(X) 的满射. 进而, 若映射 f : X → Y 是单射, 则可在上述

意义下, 把它看成是从 X 到 f(X) 的双射.

例例例3 (恒同映射) 设 X 是非空集, 上节中是把恒同映射 IX = {(x, x) | x ∈ X} 作为

二元关系来讨论的. 事实上 IX 也是映射, 即 IX : X → X, x 7→ x, 或 IX(x) = x (x ∈ X).

它不仅是双射, 并且对任意映射 f : X → Y 都有 f ◦ IX = f , IY ◦ f = f .

定定定理理理2 映射 f : X → Y 的逆关系 f−1 : Y → X 也是映射的充要条件是 f 是双射.

证明. 二元关系 f−1 : Y → X 是右唯一的

⇐⇒ 对任意的 y ∈ Y , x1, x2 ∈ X, 若 yf−1x1 且 yf−1x2, 则 x1 = x2

⇐⇒ 对任意的 y ∈ Y , x1, x2 ∈ X, 若 x1fy 且 x2fy, 则 x1 = x2

⇐⇒ f 是单射.

二元关系 f−1 : Y → X 是左满的

⇐⇒ 对任意的 y ∈ Y , 存在 x ∈ X, 使得 yf−1x

⇐⇒ 对任意的 y ∈ Y , 存在 x ∈ X, 使得 xfy

⇐⇒ f 是满射.

注. 若映射 f : X → Y 逆关系 f−1 : Y → X 也是映射, 则把 f−1 为 f 的逆映射.

定定定理理理3 设 f : X → Y 是双射, 则它的逆映射 f−1 也是双射. 并且有

(f−1)−1 = f, f−1 ◦ f = IX , f ◦ f−1 = IY .

证明. 由 f 是映射知 f 是右唯一的, 故 f−1 是单射. 又因 f 是左满的, 故 f−1 是满

射. 所以 f−1 是双射. 并且, 由上节中定理 3可知 (f−1)−1 = f .

下面证明 f−1 ◦ f = IX . 一方面, 对任意的 (x1, x2) ∈ X ×X,
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(x1, x2) ∈ f−1 ◦ f ⇐⇒ 存在 y ∈ Y 使得 (x1, y) ∈ f 且 (y, x2) ∈ f−1

⇐⇒ 存在 y ∈ Y 使得 (x1, y) ∈ f 且 (x2, y) ∈ f

⇐⇒ 存在 y ∈ Y 使得 y = f(x1) 且 y = f(x2).

因f 是单射, 故 x1 = x2, 因此 (x1, x2) ∈ IX . 这说明 f−1 ◦ f ⊆ IX .

另一方面, 对任意的 (x, x) ∈ IX , 因 f 是映射, 故存在 y ∈ Y 使得 (x, y) ∈ f , 那么

也有 (y, x) ∈ f−1. 因此 (x, x) ∈ f−1 ◦ f . 这说明 IX ⊆ f−1 ◦ f .

综上知 f−1 ◦ f = IX . 前面的论证说明, 对任意双射 g : Y → X 都有 g−1 ◦ g = IY .

现在 f−1 : Y → X 是双射且 (f−1)−1 = f , 故 f ◦ f−1 = (f−1)−1 ◦ f−1 = IY .

定定定理理理4 对任意映射 f : X → Y ,

(1) f 是单射 ⇐⇒ 存在映射 g : Y → X 使得 g ◦ f = IX . (称 g 为 f 的左逆)

(2) f 是满射 ⇐⇒ 存在映射 h : Y → X 使得 f ◦ h = IY . (称 h 为 f 的右逆)

(3) f 是双射 ⇐⇒ 存在映射 g, h : Y → X 使得 g ◦ f = IX , f ◦ h = IY .

(4) f 是双射 ⇐⇒ 存在映射 g : Y → X 使得 g ◦ f = IX , f ◦ g = IY .

这个定理的证明可由如下的四个引理得到.

引引引理理理5 若 f : X → Y 是单射, 则 f 有左逆.

证明. 设 h : X → f(X), x→ f(x), 则 h 为满射. 因是 f 单射, 故 h 也是单射. 因此

h 为双射, 所以 h 有逆映射 h−1 : f(X) → X.

因 X 为非空集, 故可取定 a ∈ X. 令 g = h−1 ∪ ((Y \ f(X))× {a}), 即

g = h−1 ∪ {(t, a) : t ∈ Y \ f(X)}.

则 g 是从 Y 到 X 的映射. 对任意的 x ∈ X, 因 f(x) ∈ f(X), 故

g(f(x)) = h−1(f(x)) = h−1(h(x)) = x.

所以 g ◦ f = IX .

引引引理理理6 若 f : X → Y 是满射, 则 f 有右逆. (严重超纲故不证)

引引引理理理7 设 f : X → Y , g : Y → Z. 若复合映射 g ◦ f 是单射, 则 f 是单射; 若复合映

射 g ◦ f 是满射, 则 g 是满射.

证明. (1) 设 g ◦ f 是单射. 若 x1, x2 ∈ X, 且 f(x1) = f(x2), 则 g(f(x1)) = g(f(x2)),
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即 (g ◦ f)(x1) = (g ◦ f)(x2). 由 g ◦ f 是单射知 x1 = x2. 所以 f 是单射.

(2) 设 g ◦ f 是满射, 则对任意的 z ∈ Z, 存在 x ∈ X 使得 g(f(x)) = z. 因 f(x) ∈ Y ,

故存在 y ∈ Y 使得 g(y) = z. 所以 g 是满射.

引引引理理理8 设 f : X → Y , g, h : Y → X. 若 g ◦ f = IX , f ◦ h = IY , 则 g = h.

证明. 因 g ◦ f = IX , f ◦ h = IY , 且映射的复合作为二元关系的复合是满足结合律

的, 故有

g = g ◦ IY = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = IX ◦ h = h.

定定定理理理9 设 f : X → Y , g : Y → X, 若 g ◦ f = IX , f ◦ g = IY . 则 f , g 都是双射, 且

互为逆映射.

例例例4 设 f : X → Y . 定义 V = {(x1, x2) | x1, x2 ∈ X, f(x1) = f(x2)}, 则 V 是集合

X 上的等价关系. 在这个等价关系下, x1 ∼ x2 的充要条件是 f(x1) = f(x2).

§ 1.4 计数

例例例1 集 A = {2k | k ∈ N} 是 N 的真子集, 且 f : N → A, k 7→ 2k 是一个双射.

然而并不是每个非空集合都有到它自己的某个真子集的双射.

设 S 是一个非空集合. 如果存在正整数 n, 以及双射 f : {1, 2, · · · , n} → S, 就称 S

是一个有限集. 并记 |S| = n. 我们约定 ∅ 也叫有限集, 并记 |∅| = 0.

命命命题题题1 设 A,B 都是有限集.

(1) 若存在单射 f : A→ B, 则 |A| ≤ |B|.

(2) 若存在满射 f : A→ B, 则 |A| ≥ |B|.

(3) 若存在双射 f : A→ B, 则 |A| = |B|.

例例例2 设非空集 S1, S2 都是有限集, 则 |S1 × S2| = |S1| · |S2|.

证明. 记 |S1| = n, S1 = {x1, x2, · · · , xn}.

对任意的 xj ∈ S1,考虑集合 Pj = {(xj, y) | y ∈ S2}. 因映射 fj : S2 → Pj, y 7→ (xj, y)

是双射, 故 |Pj| = |S2|.
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因 P1, P2, · · · , Pn 是两两不交的非空集, 且
n∪

j=1

Pj = S1 × S2, 由加法原理得

|S1 × S2| = |P1|+ |P2|+ · · ·+ |Pn| = n|S2| = |S1| × |S2|.

定定定义义义1 对全集 X 的任意子集 S, 定义函数 χ
S
: X → {0, 1} 为

χ
S
(x) =

{
1, x ∈ S;

0, x /∈ S.

称 χ
S
为 S 的指示函数 (或特征函数).

性性性质质质2 设 X 是全集, A,B ⊆ X.

(1) 若 A ∩B = ∅, 则 χ
A
· χ

B
= 0;

(2) 若 B = Ac, 则χ
A
+ χ

B
= 1;

(3) χ
A∩B

= min(χ
A
, χ

B
) = χ

A
· χ

B
;

(4) χ
A∪B

= max(χ
A
, χ

B
) = 1− (1− χ

A
) · (1− χ

B
);

(5) χ
A∪B

+ χ
A∩B

= χ
A
+ χ

B
.

♣ 记号. 对非空集 X, Y , 记 Y X = {f | f : X → Y }.

若非空集 X, Y 都是有限集, 则由乘法原理立知 |Y X | = |Y ||X|.

性性性质质质3 若 X 是非空集, 则存在双射 φ : P(X) → {0, 1}X .

证明. 对任意的 S ⊆ X, 显然有 χ
S
∈ {0, 1}X . 令 φ : P(X) → {0, 1}X , S → χ

S
.

对任意的 f ∈ {0, 1}X , 令 S = {x ∈ X | f(x) = 1}, 则 f = χ
S
, 即 f = φ(S). 因此 φ

是满射. 又易见 φ 是单射, 所以 φ 是双射.

推推推论论论4 若 X 是有限集, 则 |P(X)| = 2|X|.

例例例3 从集合 S = {1, 2, · · · , n} 中取出子集对 (A,B) 使得 A ⊆ B, 有多少种方法?

解. 设 U = {(A,B) |A ⊆ B ⊆ S}, V = {f | f : S → {0, 1, 2}}, 则 |V | = 3n.

对任意的 (A,B) ∈ U , 定义 g
(A,B)

: S → {0, 1, 2} 为

g
(A,B)

(S) =


0, 当 x /∈ B

1, 当 x ∈ B \ A
2, 当 x ∈ A,

则 g
(A,B)

∈ V . 再定义 φ : U → V , φ(A,B) = g
(A,B)

, 则 φ 是双射.

所以, |U | = |V | = 3n.
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定定定理理理5 (容斥原理) 若 A, B 是有限集, 则

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

一般地, 若 S1, S2, · · · , Sn 都是有限集, 则∣∣∣ ∪
16i6n

Si| =
∑

16k6n

(−1)k−1
∑

16i1<i2···<ik6n

∣∣∣ ∩
16s6k

Sis

∣∣∣
证明. 设 S1, S2, · · · , Sn 都是有限集 X 的子集, 记 B = (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn)

c, 则∏
16i6n

(1− χ
Si
) =

∏
16i6n

χ
Si

c = χ
S1

c∩S2
c∩···∩Snc = χ

B
= 1− χ

S1∪S2∪···∪Sn
,

故

χ
S1∪S2∪···∪Sn

= 1−
∏

16i6n

(1− χ
Si
)

= 1−
(
1 +

∑
S⊆{1,2,··· ,n},S ̸=∅

(−1)|S|
∏
i∈S

χ
Si

)
= 1−

(
1 +

∑
S⊆{1,2,··· ,n},S ̸=∅

(−1)|S|χ ∩
i∈S

Si

)
=

∑
S⊆{1,2,··· ,n},S ̸=∅

(−1)|S|−1χ ∩
i∈S

Si
.

因对任意的 S ⊆ X, 都有 |S| =
∑
x∈X

χ
S
(x), 故将上面的等式两边对 x ∈ X 求和即得∣∣∣ ∪

16i6n

Si

∣∣∣ = ∑
S⊆{1,2,··· ,n},S ̸=∅

(−1)|S|−1
∣∣∣∩
i∈S

Si

∣∣∣.
例例例4 从集合 S = {1, 2, · · · , n} 中取出子集对 (A,B), 使 A 不是 B 的子集, 且 B 不

是 A 的子集, 问共有几种不同的取法?

解. 设 X = {(A,B) | A,B ⊆ S}, 由乘法原理知 |X| = |2S × 2S| = 2n · 2n.

又设 U = {(A,B) | A ⊆ B ⊆ S}, V = {(A,B) | B ⊆ A ⊆ S}.

根据例 3的结论, 有 |U | = |V | = 3n, 并且

|U ∩ V | = |{(A,B) | A = B ⊆ S}| = |{A | A ⊆ S}| = |2S| = 2n.

最后由容斥原理得

|U c ∩ V c| = |(U ∪ V )c| = |X| − |U ∪ V |

= |X| − (|U |+ |V | − |U ∩ V |)

= 2n · 2n − 2 · 3n + 2n.
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OO 排排排列列列

以下总设 M = {1, 2, · · · ,m}, 非空集 S 是有限集, |S| = n.

定定定义义义2 (无重复排列) 若 f : M → S 是单射, 则称 f 是从 S 中取出 m 个元素的一

个 (无重复) 排列. 特别地, 当 m = n 时, 称 f 是 S 中的元素的一个全排列.

若记 F = {f | f : M → S是单射}, 则把 |F | 称为从 S 中取出 m 个元素的排列数.

特别地, 当 m = n 时, 就把 |F | 称为 S 中的元素的全排列数.

排列 f 可表示为 f(1), f(2), · · · , f(m), 或者 (f(1), f(2), · · · , f(m)).

定定定理理理6 从 n 个元素的集合 S 中取出 m 个元素的可重复排列数为

P (n,m) = n · (n− 1) · · · · · (n−m+ 2) · (n−m+ 1) =
n!

(n−m)!
.

特别地, n 个元素的集合 S 中的元素的全排列数为 n!.

定定定义义义3 (可重复排列) 称映射 f :M → S 是从 S 中取出 m 个元素的可重复排列.

若记 F = {f | f :M → S}, 则称 |F | 为从 S 中取出 m 个元素的可重复排列数.

定定定理理理7 从 n 个元素的集合 S 中取出 m 个元素的可重复排列数为 nm.

问问问题题题2 如何用映射来描述 “有序 n-元组”? 如何用映射来描述 “无穷数列”?

例例例5 设 n 元集 S = {x1, x2, · · · , xn}, M = {1, 2, · · · ,m}, 正整数 m1,m2, · · · ,mn 满

足
n∑

j=1

mj = m. 若 F = {f | f :M → S, 对任意的 xi ∈ S, 都有 |f−1(xi)| = mi}, 求 |F |.

解. 设 G = {(xi, k) | xi ∈ S, k ∈ N∗, 1 6 k 6 mi}, 则 |G| = m.

设 U = {g | g :M → G 是双射}, 则 |U | = m!.

定义 U 上的关系 R为: gRh ⇐⇒ π ◦ g = π ◦h,其中 π : G→ S, (xi, k) 7→ xi. 那么:

(1) R 是 U 上的等价关系, 且对任意 g ∈ U , π ◦ g ∈ F ;

(2) R 的每个等价类中恰有 r := m1!m2! · · ·mn! 个元素;

(3) 映射 φ : U/R → F , [g]R 7→ π ◦ g 是双射.

因此 m! = |U | = |U/R| · r = |F | · r, 所以 |F | = m!

m1!m2! · · ·mn!
.

OO 组组组合合合
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以下设非空集 S 是一个有限集, |S| = n, m ∈ N.

定定定义义义4 (组合) 若 X 是 S 的子集且 |X| = m, 则称 X 是从 S 中取出 m 个元素的一

个组合 (或称 X 为 S 的一个 m-子集).

S 的所有 m-子集的个数, 称为从 S 中取出 m 个元素的组合数,

定定定理理理8 从 n 个元素的集合 S 中取出 m 个元素的组合数为

C(n,m) =
P (n,m)

m!
=

n!

m!(n−m)!
.

性性性质质质9 C(n,m) = C(n, n−m), C(n+ 1,m+ 1) = C(n,m+ 1) + C(n,m).

证明. (1)设 S是 n元集, A = {X : X ⊆ S, |S| = m}, B = {X : X ⊆ S, |S| = n−m}.

定义 φ : A→ B, X 7→ S \X, 则 φ 是双射.

(2) 设全集 S 是 n+ 1 元集, 取定 a ∈ S. 记 T = S \ {a}, 则 |T | = n, 且

{X |X ⊂ S, |X| = m+ 1} = {X |X ⊂ T, |X| = m+ 1} ∪ {Y ∪ {a} |Y ⊂ T, |Y | = m}.

再注意到右边两个集合不交即可得结论.

§ 1.5 数集

我们用 N 表示全体自然数 (即非负整数) 构成的集合, 称为自然数集; 用 Z 表示全

体整数构成的集合, 称为整数集; 用 Q 表示全体有理数构成的集合, 称为有理数集; 用 R

表示全体实数构成的集合, 称为实数集; 用 C 表示全体复数构成的集合, 称为复数集.

记 N∗ = {n ∈ Z : n > 0}, 称为正整数集, 或记为 N+, N+; 记 Q+ = {q ∈ Q : q > 0},

R+ = {r ∈ R : r > 0}, 等等.

OO 1. 自自自然然然数数数集集集 N

我们在这里不给出自然数的定义, 只从叙述三个比较基本的命题之后展开讨论, 其

中的命题 1是 “Peano 公理” 之一, 命题 2和命题 3是 Peano 公理 (再定义加法和乘法以

及大小等一系列复杂的操作之后) 的推论.

命命命题题题1 (归纳公理) 设 S ⊆ N, 如果

(1) 0 ∈ S, 且



18 第一章 集合与关系

(2) 对任意的 k ∈ S 都有 k + 1 ∈ S,

那么, S = N.

命命命题题题2 (离散性) 对任意 a ∈ N, 不存在 b ∈ N, 使 a < b < a+ 1.

命命命题题题3 (Archimedean 性质) 对任意的 a, b ∈ N, 若 a > 0, 则存在正整数 n 使得

n a > b.

定定定理理理4 (数学归纳法原理) 设 P (n) 是一个关于自然数 n 的命题, 如果

(1) P (0) 成立, 且

(2) 由 P (n) 成立可推出 P (n+ 1) 成立,

那么, 对所有的自然数 n, P (n) 都成立.

证明. 考虑集合 S = {n ∈ N | P (n) 成立}. 由 (1) 知 0 ∈ S. 由 (2) 知若 n ∈ S, 则

n+ 1 ∈ S. 由归纳公理知 S = N, 即对所有的自然数 n, P (n) 都成立.

例例例1 设 f : N → R+满足 f(0) = 1,对任意的 n ∈ N都有 f(n+1) =
1

2
f(n)(4−f(n)),

证明: 对任意的 n ∈ N 都有 f(n) < f(n+ 1) < 2.

解. 设命题 P (n) 为 “f(n) < f(n+ 1) < 2”.

因 f(0) = 1, f(1) =
1

2
· 1 · (4− 1) =

3

2
, 故 f(0) < f(1) < 2, 即 P (0) 成立.

假设 P (k) 成立, 即 f(k) < f(k + 1) < 2, 则

f(k + 2)− f(k + 1) =
1

2
f(k + 1)(4− f(k + 1))− f(k + 1)

=
1

2

(
2− f(k + 1)

)
f(k + 1) > 0.

由 f(k + 1) < 2, 得 2− f(k + 1) ̸= 0, 故又有

f(k + 2) =
1

2
f(k + 1)(4− f(k + 1))

=
1

2

(
4− (2− f(k + 1))2

)
< 2.

因此 P (k+1)成立. 由数学归纳法原理知,对任意的 n ∈ N都有 f(n) < f(n+1) < 2.

定定定理理理5 (最小数原理) 若 S ⊆ N 且 S ̸= ∅, 则 S 中有最小的元素, 即存在 m ∈ S, 使

得对任意的 s ∈ S 都有 m ≤ s.

证明. 设 T = {t ∈ N :对任意的 s ∈ S 都有 t ≤ s}. 显然 0 ∈ T .

倘若 “对任意的 t ∈ T , 都有 t+ 1 ∈ T”, 则由归纳公理知 T = N. 因 S 非空, 故存在
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a ∈ S. 因 a < a+ 1, 由 T 的定义知 a+ 1 ̸∈ T , 这就与 T = N 矛盾. 所以, 存在 m ∈ T ,

使得 m+ 1 /∈ T .

因 m + 1 ̸∈ T , 故存在 b ∈ S, 使得 b < m + 1. 由离散性知 b ≤ m. 而 m ∈ T , 故又

有 m ≤ b, 所以 m = b, 因此 m ∈ S. 最后由 m ∈ T , 知 m 是 S 中的最小数.

推推推论论论6 (最大数原理) 若 S ⊆ N, S ̸= ∅, 且存在 β ∈ N 使得对任意的 s ∈ S 都有

s ≤ β, 则 S 中有最大的元素, 即存在 m ∈ S, 使得对任意的 s ∈ S 都有 s ≤ m.

OO 2. 整整整数数数集集集 Z

性性性质质质7 (离散性和 Archimedean 性质)

(1) 对任意 a ∈ Z, 不存在 b ∈ Z, 使 a < b < a+ 1.

(2) 对任意的 a, b ∈ Z, 若 a > 0, 则存在正整数 n 使得 n a > b.

性性性质质质8 设 S ⊆ Z, S ̸= ∅.

(1) 若存在 α ∈ Z 使得对任意的 s ∈ S 都有 s ≥ α, 则 S 中有最小的元素;

(2) 若存在 β ∈ Z 使得对任意的 s ∈ S 都有 s ≤ β, 则 S 中有最大的元素.

问问问题题题3 是否存在双射 N∗ → Z ?

OO 3. 有有有理理理数数数集集集 Q

性性性质质质9 (Archimedean 性质) 对任意的 a, b ∈ Q, 若 a > 0, 则存在正整数 n 使得

n a > b.

定定定理理理10 (稠密性) 对任意的 a, b ∈ Q, 若 a < b, 则存在 r ∈ Q 使得 a < r < b.

例例例2 设 A = {x ∈ Q : x > 0, x2 < 2}, B = {x ∈ Q : x > 0, x2 > 2}. 证明 A 中没有

最大的数, B 中没有最小的数.

解. 对正有理数 p, 记 q = p− p2 − 2

p− 2
, 则 q =

2 + 2p

2 + p
> 0, 且 q2 − 2 =

2(p2 − 2)

(p+ 2)2
.

所以当 p ∈ A 时也有 q ∈ A, 并且 q > p, 这说明 A 中没有最大的数.

当 p ∈ B 时就有 q ∈ B, 并且 q < p, 这说明 B 中没有最小的数.

问问问题题题4 上面的 q 是如何找到的? 证明不存在正有理数 x 使得 x2 = 2.
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问问问题题题5 是否存在双射 N∗ → Q ?

OO 4. 实实实数数数集集集 R

性性性质质质11 (Archimedean 性质) 对任意的 a, b ∈ R, 若 a > 0, 则存在正整数 n 使得

n a > b. (不证)

推推推论论论12 对任意实数 x, 必存在正整数 n, 使得 −n < x < n.

推推推论论论13 对任意实数 x, 必存在不超过 x 的最大整数, 也存在不小于 x 的最小整数.

注. 通常把不超过 x 的最大整数记为 ⌊x⌋ 或 [x], 把不小于 x 的最小整数记为 ⌈x⌉.

定定定理理理14 (Q 在 R 中的稠密性) 对任意的 a, b ∈ R, 若 a < b, 则存在 r ∈ Q 使得

a < r < b.

证明. 由 R 的 Archimedean 性质知, 存在正整数 k 使得 k > −a, 因此 k + a > 0.

因 a < b, 故 b− a > 0. 由 R 的 Archimedean 性质知, 存在正整数 n 使得

n(b− a) > 1.

考虑 S = {x ∈ N : x > n(k + a)}. 由 Archimedean 性质知存在正整数 l 使得

l > n(k + a), 故 S 不空. 由最小数原理知 S 中有最小元素 m.

因 m ∈ S, 故 m > n(k + a).

因 m 是 S 中最小元素, 故 m− 1 ̸∈ S, 即 m− 1 ≤ n(k + a), 所以

m ≤ n(k + a) + 1 < n(k + a) + n(b− a) = n(k + b).

于是 n(k + a) < m < n(k + b). 令 r =
m

n
− k, 则 r ∈ Q, 且 a < r < b.

推推推论论论15 设 x 是实数. 若对任意的正有理数 r 都有 x < r, 则 x ≤ 0.

问问问题题题6 我们把 R \ Q 叫无理数集, 它是由全部的无理数所构成的集合. 例如
√
2 ∈ R \Q. 无理数集在 R 中也是稠密的吗?

定定定义义义1 设 S ⊆ R, S ̸= ∅.

(1) 若存在 a ∈ R 使得对任意的 x ∈ S 都有 a ≤ x, 则称 S 是有下界的, 或者说 S

有下界, 称 a 是 S 的一个下界.

(2) 若存在 b ∈ R 使得对任意的 x ∈ S 都有 x ≤ b, 则称 S 是有上界的, 或者说 S 有

上界, 称 b 是 S 的一个上界.
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(3) 若 S 既有下界又有上界, 则称 S 是有界的, 或者说 S 有界.

(4) 若 α 是 S 的一个下界, 而比 α 大的实数都不是 S 的下界, 则称 α 是 S 的最大

下界或下确界, 记为 inf S.

(5) 若 β 是 S 的一个上界, 而比 β 小的实数都不是 S 的上界, 则称 β 是 S 的最小

上界或上确界, 记为 supS.

问问问题题题7 问 f(n) =

√
1 +

√
2 +

√
3 + · · ·+

√
n+

√
n+ 1 (n ∈ N∗) 的值域有上界吗?

定定定理理理16 (确界原理, 确界存在定理) 在 R 中, 有上界的非空集合必有上确界; 有下界

的非空集合必有下确界. (超纲不证)

注. 这个定理所描述的是实数集的 “完备性”, 它是数学中的重要定理之一.

例例例3 sup[0, 1] = 1, sup(0, 1) = 1. inf{
√
n+ 1 −

√
n : n ∈ N} = 0. 对于例 2中的

A,B, 有 supA = inf B =
√
2. inf{ n

√
n : n ∈ Z, n ≥ 2} = 1.
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第二章 不等式

§ 2.1 Jensen 不等式

本节考虑的函数, 都是指从区间到 R 的映射.

引引引理理理1 设 f 是区间 I 上的函数. 若对任意的 x, y ∈ I, 都有

f
(x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
,

则对任意的 x, y ∈ I, 以及任意有理数 r ∈ (0, 1), 都有

f((1− r)x+ ry) ≤ (1− r)f(x) + rf(y).

证明. 不妨设 x < y. 因 r 是 (0, 1) 中的有理数, 故存在正整数 n, k 使得 r =
k

n
,

n ≥ 2, 且 k ∈ {1, 2, · · · , n− 1}. 记 d =
y − x

n
, 对任意的 i ∈ {0, 1, · · · , n}, 记 ui = x+ id.

当 i ∈ {1, 2, · · · , n− 1} 时, 由 f(ui) = f
(ui−1 + ui+1

2

)
≤ f(ui−1) + f(ui+1)

2
, 得

f(ui)− f(ui−1) ≤ f(ui+1)− f(ui).

因此有

f(u1)− f(u0) ≤ f(u2)− f(u1) ≤ · · · ≤ f(uk)− f(uk−1),

f(uk+1)− f(uk) ≤ f(uk+2)− f(uk+1) ≤ · · · ≤ f(un)− f(un−1).

由此知

(f(u1)− f(u0)) + (f(u2)− f(u1)) + · · ·+ (f(uk)− f(uk−1)) ≤ k(f(uk)− f(uk−1)),

(n−k)(f(uk+1)−f(uk)) ≤ (f(uk+1)−f(uk))+(f(uk+2)−f(uk+1))+· · ·+(f(un)−f(un−1)),

即

f(uk)− f(u0) ≤ k(f(uk)− f(uk−1)),

(n− k)(f(uk+1)− f(uk)) ≤ f(un)− f(uk),

23
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于是

f(uk)− f(u0)

k
≤ f(uk)− f(uk−1) ≤ f(uk+1)− f(uk) ≤

f(un)− f(uk)

n− k
,

进而有 f(uk) ≤
(
1− k

n
)f(u0) +

k

n
f(un), 即 f((1− r)x+ ry) ≤ (1− r)f(x) + rf(y).

推推推论论论2 设 f 是区间 I 上的函数. 若对任意的 x, y ∈ I, 只要 x ̸= y 就有

f
(x+ y

2

)
<
f(x) + f(y)

2
,

则对任意的 x, y ∈ I, 以及任意有理数 r ∈ (0, 1), 只要 x ̸= y 就有

f((1− r)x+ ry) < (1− r)f(x) + rf(y).

定定定义义义1 (凸函数) 设 f 是区间 I 上的函数.

(1) 若对任意的 x, y ∈ I, 以及任意的 t ∈ (0, 1), 总有

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y),

就称 f 是 I 上的凸函数

(2) 若对任意的 x, y ∈ I, 以及任意的 t ∈ (0, 1), 只要 x ̸= y 就有

f((1− t)x+ ty) < (1− t)f(x) + tf(y),

就称 f 是 I 上的严格凸函数.

定定定义义义2 (函数的有界性) 设 f 是 D 上的实值函数. 若 E ⊆ D, 且 f(E) 是有界集, 则

称 f 在 E 上有界. 若 f 在 D 上有界, 就称 f 是有界函数.

定定定理理理3 (三角不等式) 若 a, b ∈ R, 则

|a+ b| ≤ |a|+ |b|,

当且仅当 ab ≥ 0 (即 a, b 不异号) 时等号成立.

证明. 由 |a+ b|2 = (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab ≤ a2 + b2 + 2|ab| = (|a|+ |b|)2, 得不等式

|a+ b| ≤ |a|+ |b|. 再由绝对值定义知等号成立的充要条件是 ab ≥ 0.

推推推论论论4 若 a, b ∈ R, 则 ∣∣ |a| − |b|
∣∣ ≤ |a− b|,

当且仅当 ab ≥ 0 (即 a, b 不异号) 时等号成立.

引引引理理理5 设 f 是区间 I 上的函数. 若对任意的 x, y ∈ I, 都有

f
(x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
,

并且 f 在 I 的某个子区间上有界, 则 f 在 I 的每个闭子区间上都是有界的.
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证明. 因每个区间都包含着闭区间, 故不妨假定 f 在 [a, b] 上有界, 其中 [a, b] ⊆ I.

因此, 存在 M > 0, 使得对任意的 y ∈ [a, b] 都有 |f(y)| ≤M .

(1) 先证: 若 c ∈ I, c < a, 则 f 在 [c, b] 上有界. 为此只需证 f 在 (c, a) 上有界.

对任意的 u ∈ (c, a), 存在正整数 n, 使得 n >
u− c

b− a
, 即

u− c

n
< b− a. 因此存在正

整数 k, 使得 c+ k · u− c

n
∈ (a, b). 由 c+ k · u− c

n
> a, 得 k >

a− c

u− c
· n > n.

记 y = c+ k · u− c

n
, 则 u =

(
1− n

k

)
c+

n

k
y. 因此

f(u) ≤
(
1− n

k

)
f(c) +

n

k
f(y) ≤

(
1− n

k

)
|f(c)|+ n

k
|f(y)| ≤ |f(c)|+M.

另一方面, 又存在正整数 m >
2(a− u)

b− a
, 即

a− u

m
<
b− a

2
. 因此存在正整数 l 使得

u+ l · a− u

m
∈
(b+ a

2
, b
)
. 由 u+ l · a− u

m
>
a+ b

2
, 知

l

m
> 1 +

b− a

2a− 2u
≥ 1 +

b− a

2a− 2c
.

记 z = u+ l · a− u

m
, 则 a =

(
1− m

l

)
u+

m

l
z. 故

−M ≤ f(a) ≤
(
1− m

l

)
f(u) +

m

l
f(z) ≤

(
1− m

l

)
f(u) +

m

l
M,

因此 f(u) ≥ −M · l +m

l −m
. 又因

l +m

l −m
= 1 +

2

l

m
− 1

≤ 1 +
2(

1 +
b− a

2a− 2c

)
− 1

= 1 +
4(a− c)

b− a
,

所以 f(u) ≥ −M
(
1 +

4(a− c)

b− a

)
. 综上, f 在 (c, a) 上有界, 因此 f 在 [c, b] 上有界.

(2) 同理可证, 若 d ∈ I, d > b, 则 f 在 [a, d] 上有界.

(3) 若 [c, d] ⊆ I, 取 c1 = min{a, c}, d1 = max{b, d}.

由 (1) 知 f 在 [c1, b] 上有界, 由 (2) 知 f 在 [a, d1] 上有界, 所以 f 在 [c1, d1] 上有界.

最后由 [c, d] ⊆ [c1, d1] 知 f 在 [c, d] 上有界.

引引引理理理6 设 f 是区间 I 上的函数, 且 f 在 I 的某个子区间上有界. 若对任意的

x, y ∈ I, 都有

f
(x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
,

则 f 是凸函数. 若对任意的 x, y ∈ I, 只要 x ̸= y 就有

f
(x+ y

2

)
<
f(x) + f(y)

2
,

则 f 是严格凸函数.
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证明. 先说一个事实. 若实数 a, b 满足: 对任意的 ε > 0 都有 a ≤ b+ ε, 则 a ≤ b.

设 x, y ∈ I, x < y, α ∈ (0, 1). 记 z = (1−α)x+αy,则要证 f(z) ≤ (1−α)f(x)+αf(y).

因 f 在 [x, y] 上有界, 故存在 M > 0, 使得对任意的 w ∈ [x, y] 都有 |f(w)| ≤M .

任意给定 ε > 0. 取正整数 n 使得 n >
4M + 2ε

(1− α)ε
+

2(y − x)

y − z
+

2(y − x)

z − x
. 设 α ̸∈ Q.

对任意 i ∈ {0, 1, 2, · · · , n},记 xi = x+
i

n
(y−x),则存在正整数 k使得 z ∈ (xk−1, xk).

因 0 < z − xk−1 <
y − x

n
, 故存在正整数 j 使得 xk−1 + j(z − xk−1) ∈ (xn−1, xn).

记 w = xk−1 + j(z − xk−1), 则 z =
(
1− 1

j

)
xk−1 +

1

j
w, 于是

f(z) ≤
(
1− 1

j

)
f(xk−1) +

1

j
f(w)

= f(xk−1) +
1

j
(f(w)− f(xk−1)) ≤ f(xk−1) +

2M

j
.

而

f(xk−1) = f
((

1− k − 1

n

)
x+

k − 1

n
y
)
≤

(
1− k − 1

n

)
f(x) +

k − 1

n
f(y)

= (1− α)f(x) + αf(y) +
(
α− k − 1

n

)
f(x)−

(
α− k − 1

n

)
f(y)

≤ (1− α)f(x) + αf(y) +
2M

n
,

所以

f(z) ≤ f(xk−1) +
2M

j
≤ (1− α)f(x) + αf(y) +

2M

n
+

2M

j
.

由 n 的定义知
2M

n
<

2M(1− α)ε

4M + 2ε
<
ε

2
. 因

x+
n− 1

n
(y − x) = xn−1 < w = xk−1 + j(z − xk−1)

< z + j(z − xk−1) = x+ α(y − x) + j(z − xk−1)

≤ x+ α(y − x) + j · y − x

n
,

故 j ≥ n(1− α)− 1 ≥ 4M + 2ε

(1− α)ε
(1− α)− 1 >

4M

ε
, 因此

2M

j
<
ε

2
.

这样就证明了: 对任意的 ε > 0, 都有 f(z) ≤ (1− α)f(x) + αf(y) + ε.

所以 f(z) ≤ (1− α)f(x) + αf(y).

下面证明严格凸部分. 记 u =
x+ y

2
, 则 f(u) <

1

2
(f(x) + f(y)).

若 t ∈
(
0,

1

2

)
, 则 (1− t)x+ ty = (1− 2t)x+ (2t)u, 故

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− 2t)f(x) + 2tf(u)
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< (1− 2t)f(x) + 2t · 1
2
(f(x) + f(y))

= (1− t)f(x) + tf(y).

若 t ∈
(1
2
, 1
)
, 则 (1− t)x+ ty = 2(1− t)u+ (1− 2(1− t))y, 故

f((1− t)x+ ty) ≤ 2(1− t)f(u) + (1− 2(1− t))f(y)

< 2(1− t) · 1
2
(f(x) + f(y)) + (1− 2(1− t))f(y)

= (1− t)f(x) + tf(y).

定定定理理理7 (Jensen 不等式) 若 f 是区间 I 上的凸函数, 则对任意的 x1, x2, · · · , xn ∈ I,

以及任意的 t1, t2, · · · , tn ∈ (0, 1), 只要 t1 + t2 + · · ·+ tn = 1, 就有

f(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) ≤ t1f(x1) + t2f(x2) + · · ·+ tnf(xn).

若 f 还是严格凸的, 则上面不等式中两边相等的充要条件是 x1 = x2 = · · · = xn.

证明. 当 n = 1, n = 2 时, 不等式显然是成立的. 假设不等式对某 n (n ≥ 2) 成立.

若 x1, x2, · · · , xn, xn+1 ∈ I, t1, t2, · · · , tn, tn+1 ∈ (0, 1), 且 t1 + t2 + · · ·+ tn + tn+1 = 1. 则

f
( n+1∑

k=1

tkxk

)
= f

(
(1− tn+1)

n∑
k=1

tk
1− tn+1

xk + tn+1xn+1

)
≤ (1− tn+1)f

( n∑
k=1

tk
1− tn+1

xk

)
+ tn+1f(xn+1)

≤ (1− tn+1)
n∑

k=1

tk
1− tn+1

f(xk) + tn+1f(xn+1)

=
n∑

k=1

tkf(xk) + tn+1f(xn+1).

由数学归纳法知不等式对所有正整数 n 都是成立的. 下面设 f 是严格凸函数. 只需证:

若 f(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) = t1f(x1) + t2f(x2) + · · ·+ tnf(xn) 则 x1 = x2 = · · · = xn.

事实上, 根据严格凸函数的定义, 若 f(t1x1 + t2x2) = t1f(x1) + t2f(x2), 则 x1 = x2.

当 n > 2 时, 若 f(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) = t1f(x1) + t2f(x2) + · · ·+ tnf(xn), 则由前面

的证明过程知必有 xn =
n−1∑
k=1

tk
1− tn

xk. 即 xn =
n∑

k=1

tkxk.

同理也有 x1 =
n∑

k=1

tkxk, · · · , xn−1 =
n∑

k=1

tkxk. 所以 x1 = x2 = · · · = xn.

推推推论论论8 若 f 是区间 I 上的凸函数, 则对任意的 x1, x2, · · · , xn ∈ I, 都有

f
(x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
≤ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.
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§ 2.2 Hölder不等式

引引引理理理1 设 f(x) = − ln x, 则 f(x) 是严格凸函数.

证明. 因对任意的 x ∈ [1, 2] 都有 0 ≤ x ≤ ln 2, 故 f 在 [1, 2] 上是有界的.

对任意的 x1, x2 ∈ R+, 若 x1 ̸= x2, 则 x1 + x2 = (
√
x1 −

√
x2)

2 + 2
√
x1x2 > 2

√
x1x2,

故 ln
x1 + x2

2
>

ln x1 + lnx2
2

, 因此

f
(x1 + x2

2

)
= − ln

x1 + x2
2

< − ln x1 + lnx2
2

=
f(x1) + f(x2)

2
.

定定定理理理2 (加权均值不等式) 设 t1, t2, · · · , tn 都是正数, t1 + t2 + · · · + tn = 1. 则对任

意的正数 a1, a2, · · · , an, 都有

a1
t1a2

t2 · · · antn ≤ t1a1 + t2a2 + · · ·+ tnan,

不等式中的等号成立的充要条件是 a1 = a2 = · · · = an.

证明. 因 − ln 是严格凸函数, 故由 Jensen 不等式得

− ln(t1a1 + t2a2 + · · ·+ antn) ≤ −(t1 ln a1 + t2 ln a2 + · · ·+ tn ln an)

= − ln(a1
t1a2

t2 · · · antn).

定定定理理理3 设 p1, p2, · · · , pm 都是正数, 且
1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pm
= 1. 若

a11, a12, · · · , a1n,
a21, a22, · · · , a2n,
· · · · · · · · · · · ·
am1, am2, · · · , amn

都是正数, 则
m∏
i=1

( n∑
j=1

aij

) 1
pi ≥

n∑
j=1

( m∏
i=1

aij
1
pi

)
,

等号成立的充要条件是对每个 j ∈ {1, 2, · · · , n}, 都有

a1j

( n∑
j=1

a1j

)−1

= a2j

( n∑
j=1

a2j

)−1

= · · · = amj

( n∑
j=1

amj

)−1

.

证明. 记 Ai =
n∑

j=1

aij, A =
m∏
i=1

Ai

1
pi . 由加权均值不等式知对每个 j ∈ {1, 2, · · · , n},

都有

1

A

( m∏
i=1

aij
1
pi
)
=

m∏
i=1

(aij
Ai

) 1
pi ≤

m∑
i=1

1

pi
· aij
Ai

.
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再对 j 从 1 到 n 求和, 得

1

A

n∑
j=1

( m∏
i=1

aij
1
pi
)
≤

n∑
j=1

( m∑
i=1

1

pi
· aij
Ai

)
=

m∑
i=1

( 1

pi

n∑
j=1

aij
Ai

)
= 1.

注 1. 若定理 3中的 p1 = p2 = · · · = pm = m, 则有 (Carlson 不等式)
m∏
i=1

( n∑
j=1

aij

) 1
m ≥

n∑
j=1

( m∏
i=1

aij
1
m
)
.

注 2. 若把定理 3中每个 aij 都换成 aij
pi , 则得到

m∏
i=1

( n∑
j=1

aij
pi
) 1

pi ≥
n∑

j=1

( m∏
i=1

aij

)
.

注 3. 若 u1, u2, · · · , um 都是正数, 视
u1 + u2 + · · ·+ um

ui
为定理 3中的 pi, 则

m∏
i=1

( n∑
j=1

aij

)ui

≥
( n∑

j=1

( m∏
i=1

aij

ui
u1+u2+···+um

))u1+u2+···+um

,

问问问题题题8 上面三个 “注” 中的各不等式的取等条件是什么?

定定定理理理4 (Hölder 不等式) 设 p, q ∈ R+,
1

p
+

1

q
= 1. 若 a1, a2, · · · , an, b1, b2, · · · , bn 都

是非负实数, 则
n∑

k=1

akbk ≤
( n∑

k=1

ak
p
) 1

p
( n∑

k=1

bk
q
) 1

q
,

不等式两边相等的充要条件是 a1, a2, · · · , an 全为零, 或 b1, b2, · · · , bn 全为零, 或对每个

k ∈ {1, 2, · · · , n} 都有 ak
p
( n∑

k=1

ak
p
)−1

= bk
q
( n∑

k=1

bk
q
)−1

.

注. 若 u, v 都是正数, 则
( n∑

k=1

ak

)u( n∑
k=1

bk

)v

≥
( n∑

k=1

ak
u

u+v bk
v

u+v

)u+v

.

问问问题题题9 若 0 < p < 1, 且
1

p
+

1

q
= 1, 是否对正数 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn, 总有

n∑
k=1

akbk ≥
( n∑

k=1

ak
p
) 1

p
( n∑

k=1

bk
q
) 1

q
?

定定定理理理5 (Cauchy 不等式) 若 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn 都是实数, 则

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ≤ (a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + b22 + · · ·+ b2n),

等号成立的充要条件是存在不全为零的实数 λ, µ 使得对每个 k ∈ {1, 2, · · · , n} 都有

λak = µbk.

问问问题题题10 如果把 Cauchy 不等式的条件中的 “实数” 改为 “非负实数”, 或 “正实数”,

会把这个定理变得更弱吗?
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定定定理理理6 (权方和不等式) 设 m 是正数. 若 a1, a2, · · · , an, 都是非负实数, b1, b2, · · · , bn

都是正数, 则

n∑
k=1

ak
m+1

bk
m ≥

( n∑
k=1

ak

)m+1

( n∑
k=1

bk

)m
.

等号成立的充要条件是存在 λ 使得对每个 k ∈ {1, 2, · · · , n} 都有 ak = λbk.

证明. 由 Hölder 不等式 (后面的注), 有( n∑
k=1

bk

)m
n∑

k=1

ak
m+1

bk
m ≥

( n∑
k=1

bk
m

m+1
(akm+1

bk
m

) 1
m+1

)m+1

=
( n∑

k=1

ak

)m+1

.

定定定理理理7 (广义权方和不等式) 设 m, r 是正数, r ≥ 1. 若 a1, a2, · · · , an, 都是非负实数,

b1, b2, · · · , bn 都是正数, 则

n∑
k=1

ak
m+r

bk
m ≥ 1

nr−1
·

( n∑
k=1

ak

)m+r

( n∑
k=1

bk

)m
.

证明. 当 r = 1 时即 Hölder 不等式, 不用讨论. 当 r > 1 时,

nr−1
( n∑

k=1

bk

)m( n∑
k=1

ak
m+r

bk
m

)
=

( n∑
k=1

1
)r−1( n∑

k=1

bk

)m( n∑
k=1

ak
m+r

bk
m

)1

≥
( n∑

k=1

1
r−1
m+r bk

m
m+r

(akm+r

bk
m

) 1
m+r

)m+r

=
( n∑

k=1

ak

)m+r

.

定定定理理理8 (加权幂平均不等式) 设 t1, t2, · · · , tn 都是正数, 且 t1 + t2 + · · · + tn = 1. 若

rs ̸= 0 且 r < s, 则对任意的正数 a1, a2, · · · , an, 都有(
t1a1

r + t2a2
r + · · ·+ tnan

r
) 1

r ≤
(
t1a1

s + t2a2
s + · · ·+ tnan

s
) 1

s
.

当且仅当 a1 = a2 = · · · = an 时等号成立.

解. (1) 若 0 < r < s, 则由 Hölder 不等式得( n∑
k=1

tkak
s
) 1

s
=

( n∑
k=1

tk

) 1
r
− 1

s
( n∑

k=1

tkak
s
) 1

s

≥
( n∑

k=1

tk
1− r

s ·
(
tkak

s
) r

s

) 1
r
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=
( n∑

k=1

tkak
r
) 1

r
.

(2) 若 r < s < 0, 则 0 < −s < −r, 将 (1) 的结论用于
1

a1
,
1

a2
, · · · , 1

an
, 就有( n∑

k=1

tk

( 1

ak

)−s) 1
−s ≤

( n∑
k=1

tk

( 1

ak

)−r) 1
−r
.

(3) 若 r < 0 < s, 则 −r > 0, 由 Hölder 不等式得( n∑
k=1

tkak
r
) 1

−r
( n∑

k=1

tkak
s
) 1

s ≥
( n∑

k=1

(
tkak

r
) s

s−r ·
(
tkak

s
) −r

s−r

) 1
s
− 1

r

=
( n∑

k=1

tk

) 1
s
− 1

r
= 1.

推推推论论论9 设 a > 0, 记 f : R+ → R 为 f(x) = xa.

(1) 若 a > 1, 则 f 是严格凸函数;

(2) 若 a < 1, 则 −f 是严格凸函数.

推推推论论论10 (幂平均不等式) 设 a1, a2, · · · , an 都是正数, 若 rs ̸= 0 且 r < s, 则(ar1 + ar2 + · · ·+ arn
n

) 1
r ≤

(as1 + as2 + · · ·+ asn
n

) 1
s
.

注. 称 Mp :=
(ap1 + ap2 + · · ·+ apn

n

) 1
p
为 a1, · · · , an 的 p-幂均值.

定定定理理理11 (均值不等式) 若 a1, a2, · · · , an 都是正数, 则

n
( n∑

k=1

1

ak

)−1

≤
( n∏

k=1

ak

) 1
n ≤ 1

n

n∑
k=1

ak ≤
( 1
n

n∑
k=1

ak
2
) 1

2
,

其中的每个不等号取等的充要条件都是 a1 = a2 = · · · = an.

证明. (1) 记 G =
( n∏

k=1

ak

) 1
n
, A =

1

n

n∑
k=1

ak, 则由加权均值不等式得 G ≤ A.

(2) 记 H = n
( n∑

k=1

1

ak

)−1

. 由 (1) 的结论知
( n∏

k=1

1

ak

) 1
n ≤ 1

n

n∑
k=1

1

ak
. 故 H ≤ G.

(3) 记 Q =
( 1
n

n∑
k=1

ak
2
) 1

2
, 则由幂平均不等式得 A ≤ Q.

♣ 注. 均值不等式中的四个式子 H,G,A,Q, 依次称为 a1, a2, · · · , an 的调和平均值,

几何平均值, 算术平均值, 平方平均值. 中间的不等式是最常见, 也叫AM-GM 不等式.

问问问题题题11 用上面的记号, 均值不等式可简记为 H ≤ G ≤ A ≤ Q. 而 H, A, Q 又可分

别视为当 p = −1, 1, 2 时的 p-幂均值 M−1, M1, M2, 那么, 能否也将 G 视为 p 取某值时

的 p-幂均值呢? 这时 p 应为多少?
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§ 2.3 其他不等式

定定定理理理1 (Minkowski 不等式) 若 p ≥ 1, 则对任意的 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn

都有 ( n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p ≤
( n∑

k=1

|ak|p
) 1

p
+
( n∑

k=1

|bk|p
) 1

p
.

证明. 当 p = 1 时, 由三角不等式知结论显然成立. 下设 p > 1.

记 A =
( n∑

k=1

|ak|p
) 1

p
, B =

( n∑
k=1

|bk|p
) 1

p
, C =

( n∑
k=1

|ak + bk|p
) 1

p
, 则

Cp =
n∑

k=1

|ak + bk|p =
n∑

k=1

|ak + bk| · |ak + bk|p−1

≤
n∑

k=1

(|ak|+ |bk|) · |ak + bk|p−1

=
n∑

k=1

|ak| · |ak + bk|p−1 +
n∑

k=1

|bk| · |ak + bk|p−1

≤ A ·
( n∑

k=1

(
|ak + bk|p−1

) p
p−1

) p−1
p

+B ·
( n∑

k=1

(
|ak + bk|p−1

) p
p−1

) p−1
p

= A · Cp−1 +B · Cp−1 = (A+B)Cp−1,

所以 C ≤ A+B.

注 1. 若 x = (x1, x2, · · · , xn), 则称

∥x∥p :=
( n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

为 x 的 p-模或 p-范数. 如果再记

a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, · · · , an + bn),

则 Minkowski 不等式可简写为

∥a+ b∥p ≤ ∥a∥p + ∥b∥p.

因此, Minkowski 不等式也叫三角不等式.

问问问题题题12 设 0 < p < 1. 是否对任意的正数 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn, 都有( n∑
k=1

(ak + bk)
p
) 1

p ≥
( n∑

k=1

ak
p
) 1

p
+
( n∑

k=1

bk
p
) 1

p
?

性性性质质质2 若 0 < r < s, 则对任意的 a = (a1, a2, · · · , an), 都有

∥a∥r ≥ ∥a∥s.
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定定定理理理3 (Abel 变换, Abel 恒等式) 设 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn 都是实数. 若对

任意的 k ∈ {1, 2, · · · , n}, 记 Bk =
k∑

i=1

bi, 那么,

n∑
k=1

akbk = anBn −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Bk.

证明. 因对任意的 k ∈ {2, · · · , n} 都有 bk = Bk −Bk−1, 故
n∑

k=1

akbk = a1B1 +
n∑

k=2

ak(Bk −Bk−1)

= a1B1 +
n∑

k=2

(akBk − akBk−1)

= a1B1 +
n∑

k=2

akBk −
n∑

k=2

akBk−1

= anBn +
n−1∑
k=1

akBk −
n−1∑
k=1

ak+1Bk

= anBn +
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Bk.

引引引理理理4 若 b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn, (i1, i2, · · · in) 是 {1, 2, · · · , n} 的一个排列, 则对任意

k ∈ {1, 2, · · · , n} 都有
k∑

j=1

bj ≤
k∑

j=1

bij ≤
k∑

j=1

bn−j+1.

引引引理理理5 如果 b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn, 那么, 存在 k < n 使得
k∑

j=1

bj =
k∑

j=1

bn−j+1 的充要条

件是 b1 = b2 = · · · = bn.

定定定理理理6 (排序不等式) 设 n 是大于 1 的整数, a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn.

若 (i1, i2, · · · in) 是 {1, 2, · · · , n} 的一个排列, 则
n∑

k=1

akbn−k+1 ≤
n∑

k=1

akbik ≤
n∑

k=1

akbk.

并且
n∑

k=1

akbn−k+1 =
n∑

k=1

akbk 的充要条件是 a1 = a2 = · · · = an 或 b1 = b2 = · · · = bn.

证明. 记 ck = bik , S1 =
n∑

k=1

akbn−k+1, S2 =
n∑

k=1

akck, 再记 Bk =
k∑

i=1

(bn−i+1 − ci), 则



34 第二章 不等式

Bn = 0, 又由引理 4知 Bk =
k∑

i=1

(bn−i+1 − ci) ≥ 0. 因此

S1 − S2 =
n∑

k=1

ak(bn−k+1 − ck)

= anBn −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Bk ≤ 0.

记 S3 =
n∑

k=1

akbk, Dk =
k∑

i=1

(ci − bi), 则有

S2 − S3 =
n∑

k=1

ak(ck − bk)

= anDn −
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak)Dk ≤ 0.

当 a1 = a2 = · · · = an 或 b1 = b2 = · · · = bn 时, 显然有
n∑

k=1

akbn−k+1 =
n∑

k=1

akbk.

反过来, 若
n∑

k=1

akbn−k+1 =
n∑

k=1

akbk 成立, 且 a1 = a2 = · · · = an 不成立, 则存在某

k < n 使得 ak+1 − ak ̸= 0, 因此 Bk = Dk = 0, 即
k∑

i=1

(bn−i+1 − ci) =
k∑

i=1

(bi − ci) = 0, 于

是
k∑

i=1

bi =
k∑

i=1

ci =
k∑

i=1

bn−i+1. 再用引理 5就得到 b1 = b2 = · · · = bn.

定定定理理理7 (Chebyshev 不等式) 若 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn, 则
n∑

k=1

akbn−k+1 ≤
1

n

( n∑
k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
≤

n∑
k=1

akbk.

证明. 记 A =
n∑

k=1

akbn−k+1, B =
n∑

k=1

akbk. 由排序不等式知

A ≤ a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≤ B,

A ≤ a1b2 + a2b3 + · · ·+ anb1 ≤ B,

· · ·

A ≤ a1bn + a2b1 + · · ·+ anbn−1 ≤ B,

以上 n 个式子相加,得 nA ≤
( n∑

k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
≤ nB.

问问问题题题13 Chebyshev 不等式中, 第一个不等号成为等号的充要条件是什么?
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定定定理理理8 (推广的 Bernoulli 不等式) 设正整数 n ≥ 2, 实数 a1, a2, · · · , an 都大于 −1,

并且它们有相同的符号, 则

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) > 1 + a1 + a2 + · · ·+ an.

证明. 记 bk = 1 + ak, 则要证的不等式变为 (n− 1) + b1b2 · · · bn > b1 + b2 + · · ·+ bn.

因 bk > 0, 并且, b1, b2, · · · , bn 同时大于 1 或同时小于 1, 故由排序不等式得

1 + b1b2 · · · bk > b1b2 · · · bk−1 + bk.

将上式对 k 从 2 到 n 求和, 即得 (n− 1) + b1b2 · · · bn > b1 + b2 + · · ·+ bn.

定定定理理理9 (Bernoulli 不等式) 设正整数 n ≥ 2, 实数 x > −1 且 x ̸= 0, 则

(1 + x)n > 1 + nx.

定定定理理理10 (Jordan 不等式) 若 0 < x <
π

2
, 则 x > sin x >

2

π
x.
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第三章 初等函数

§ 3.1 基本概念

定定定义义义1 设 D 是 R 的非空子集, 对任意的 x ∈ D 都有 −x ∈ D, f : D → R.

(1) 若对任意的 x ∈ D, 都有 f(−x) = −f(x), 则称 f 为奇函数.

(2) 若对任意的 x ∈ D, 都有 f(−x) = f(x), 则称 f 为偶函数.

由定义可见, 奇函数的图像关于原点对称, 偶函数的图像关于 y 轴对称. R 上的常

值函数 0 既是奇函数也是偶函数.

例例例1 (1) 若偶数 n ̸= 0, 则 xn 是偶函数. 若 k 是整数, 则 x2k−1 是奇函数.

(2) f(x) =
x

ex − 1
+
x

2
是偶函数.

(3) f(x) = ln(
√
x2 + 1− x) 是奇函数.

例例例2 设 f 是 R 上的函数, 令

g(x) =
f(x) + f(−x)

2
,

h(x) =
f(x)− f(−x)

2
,

则 g 是偶函数, h 是奇函数, 且 f = g + h.

由此可见, R 上的函数都可表为一个奇函数与一个偶函数之和.

例例例3 设 f , g 都是 D 上的函数.

(1) 若 f , g 都是奇函数, 则 f + g 是也奇函数, 而 f · g 是偶函数.

(2) 若 f , g 都是偶函数, 则 f + g, f · g 都是偶函数.

(3) 若 f 是奇函数, g 是偶函数, 则 f · g 是奇函数.

(4) 若 f(D) ⊂ D, f 是偶函数, g 是奇函数或偶函数, 则 f ◦ g 和 g ◦ f 都是偶函数.

37
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例例例4 设 E = {f ∈ RR : f 是偶函数}, O = {f ∈ RR : f 是奇函数}. 是否存在单射

φ : O → E ? 是否存在单射 ψ : E → O?

解. (1) 对任意的 f ∈ O, 令

g
f
(t) =

{
f(t), t ≥ 0,

−f(t), t < 0,

则 φ : O → E, f 7→ g
f
是单射.

对任意的 f ∈ E, 令

h
f
(t) =

f(|t| − 1) · t
|t|
, |t| > 1,

f(0) · t, |t| ≤ 1,

则 ψ : E → O, f 7→ h
f
是单射.

定定定义义义2 设 D 是 R 的非空子集, f : D → R. 若存在 T ∈ R \ {0} 使得对任意的

x ∈ D, 都有 x+ T ∈ D, x− T ∈ D, 且

f(x+ T ) = f(x− T ) = f(x),

则称 f 是周期函数, 称 T 为 f 的一个周期.

性性性质质质1 若 T 是周期函数 f 的一个周期, 则对任意的非零整数 n, nT 都是 f 的周期.

定定定义义义3 设 f 是周期函数, 正数 T 是 f 的一个周期. 若比 T 小的正数都不是 f 的周

期, 则称 T 是 f 的最小正周期.

例例例5 (1) R 上的常值函数是周期函数, 任意非零实数都是它的周期, 因此它没有最

小正周期.

(2) Dirichlet 函数是 R 上的周期函数, 每个非零有理数都是它的周期, 因此它没有

最小正周期. Riemann 函数也是 R 上的周期函数, 它以 1 为最小正周期.

例例例6 sin, cos 都是 R 上的以 2π 为周期的周期函数. tan 是 R \
{
kπ+

π

2
: k ∈ Z

}
上

的周期函数.

例例例7 设 f 是周期函数, g(x) = f(ax+ b) (其中 a, b ∈ R 且 a ̸= 0), 则 g 也是周期函

数, 并且, 若 T 是 f 的最小正周期, 则
T

|a|
是 g 的最小正周期.

解. 设 f 是 D 上的函数, 以 T 为周期. 记 A = {x : ax+ b ∈ D}, 则 g 是 A 上的函
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数. 对任意的 x ∈ A, 因 a
(
x± T

a

)
+ b = ax+ b± T ∈ D, 且

g
(
x± T

a

)
= f

(
a
(
x± T

a

)
+ b

)
= f(ax+ b± T ) = f(ax+ b) = g(x),

所以 g 是以
T

a
为周期的函数.

设 T 是 f 的最小正周期. 首先由前面的结论知
T

|a|
也是 g 的一个正周期.

设 t 是 g 的一个正周期. 注意到

f(x) = f
(
a · x− b

a
+ b

)
= g

(x− b

a

)
= g

(1
a
x+

−b
a

)
,

由前面的结论知 t|a| = t

|1/a|
也是 f 的正周期. 因 T 是 f 的最小正周期, 故 T ≤ t|a|.

因此
T

|a|
≤ t, 所以

T

|a|
是 g 的最小正周期.

例例例8 设 D =
∪
k∈Z

[
k, k +

1

2
+

k

2|k|+ 1

]
. 定义 f : D → R, x 7→ 1. 证明: 对任意的

x ∈ D 都有 x+ 1 ∈ D 且 f(x+ 1) = f(x). 问 f 是周期函数吗?

例例例9 设 f : D → R 是周期函数, g : f(D) → R, 则 g ◦ f 也是周期函数. 并且, 若

g : f(D) → R 是单射, T 是 f 的最小正周期, 则 T 也是 g ◦ f 的最小正周期.

解. (只证第二部分) 显然 T 也是 g ◦ f 的正周期.

记 h : f(D) → g(f(D)), y 7→ g(y), 则 h 是双射.

设 t 是 g ◦ f 的一个正周期, 则 t 也是 f = h−1 ◦ (g ◦ f) 的正周期.

因 T 是 f 的最小正周期, 故 T ≤ t. 所以 T 是 g ◦ f 的最小正周期.

例例例10 设 f1, f2 都是 D 上的周期函数, 其周期分别为 T1, T2. 若
T1
T2

∈ Q, 则 f1 + f2,

f1 − f2, f · f2 都是周期函数; 当 f2 不恒为零时,
f

f2
也是周期函数.

解. 设
T1
T2

=
m

n
, 则 nT1 = mT2, 因此 nT1 既是 f1 的周期也是 f2 的周期, 所以它也

是 f1 + f2 等函数的周期.

例例例11 是否存在 R 上的函数 f , 使得 1 和
√
2 都是 f 的周期, 且 f 不是常值函数?

解. 在 R 上定义关系 R: xRy ⇐⇒ x− y ∈ {m + n
√
2 : m,n ∈ Z}. 直接验证可知

R 是 R 上的等价关系. (由选择公理知) 在每个等价类 A 中选定一个代表元 φ(A). 定义

f : R → R, x 7→ φ([x]) (其中 [x] 表示 x 所在的等价类).

若
√
3− 0 = m+ n

√
2, m,n ∈ Z, 则 m,n 都不是 0, 且 m2 + 2n2 + 2mn

√
2 = 3. 这
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与
√
2 是无理数相矛盾. 所以 0 和

√
3 在不同的等价类中, 故 f(0) ̸= f(

√
3), 这说明 f

不是常值函数. 而 x+ 1, x− 1, x+
√
2, x−

√
2 都和 x 等价, 因此

f(x+ 1) = f(x− 1) = f(x+
√
2) = f(x−

√
2) = f(x).

定定定义义义4 设 D ⊆ R, f : D → R.

(1) 若对任意的 x, y ∈ D, 只要 x < y, 就有 f(x) ≤ f(y), 则称 f 是递增的.

(2) 若对任意的 x, y ∈ D, 只要 x < y, 就有 f(x) < f(y), 则称 f 是严格增的.

(3) 若对任意的 x, y ∈ D, 只要 x < y, 就有 f(x) ≥ f(y), 则称 f 是递减的.

(4) 若对任意的 x, y ∈ D, 只要 x < y, 就有 f(x) > f(y), 则称 f 是严格减的.

(5) 若 f 是递增的或递减的, 则称 f 是单调的.

(6) 若 f 是严格增的或严格减的, 则称 f 是严格单调的.

性性性质质质2 若 f : D → R 是严格单调的, 则 f 是单射, 因此 f : D → f(D) 有逆映射.

例例例12 若 f : R → R 是递增的, 且 f ◦ f = IR, 证明 f = IR. 若 f 是递减的, 是否一

定有 f = −IR ?

解. 反例可考虑 f(x) =

−1

2
x, x ≥ 0

−2x, x < 0
.

例例例13 设 f : R+ → R, x, y ∈ R. 证明: 若
f(t)

t
递增, 则 f(x+ y) ≥ f(x) + f(y).

解. 因 x+ y > x, 故
f(x+ y)

x+ y
≥ f(x)

x
. 因 x+ y > y, 故

f(x+ y)

x+ y
≥ f(y)

y
. 于是

f(x+ y) =
xf(x+ y)

x+ y
+
yf(x+ y)

x+ y
≥ f(x) + f(y).

定定定义义义5 设 f : D → R, E 是 D 的非空子集.

(1) 如果 f(E) 有上界, 则称 f 在 E 上有上界, 并把 f(E) 的上 (确) 界称为 f 在 E

上的上 (确) 界.

(2) 如果 f(E) 有下界, 则称 f 在 E 上有下界, 并把 f(E) 的下 (确) 界称为 f 在 E

上的下 (确) 界.

(3) 如果 f 在 E 上既有下界又有上界, 则称 f 在 E 上有界.

例例例14 设 f : (0,+∞) → R 是递增的. 证明: 若 β 是数列 {f(n)} 的一个上界, 则 β

也是 f 的上界. 若 β 是 {f(n)} 的上确界, 则它也是 f 的上确界.
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解. (1) 对任意 x ∈ (0,+∞), 都存在正整数 n 使得 n > x. 于是 f(x) ≤ f(n) ≤ β.

(2) 若 γ 是 f 的上界, 则它也是 {f(n)} 的上界, 因此 {f(n)} 的上确界 β ≤ γ. 又因

前面已证 β 是 f 的上界, 因此它就是 f 的最小上界.

例例例15 证明: (1) 数列
{(

1 +
1

n

)n}
严格增且有上界;

(2) 数列
{(

1 +
1

n

)n+1}
严格减且有下界; 并且

(3) sup
{(

1 +
1

n

)n

: n ∈ N∗
}
= inf

{(
1 +

1

n

)n+1

: n ∈ N∗
}
.

解. (1) (2)的严格单调性可由均值不等式得到. 记 xn =
(
1+

1

n

)n

, yn =
(
1+

1

n

)n+1

,

则 x1 ≤ xn < yn ≤ y1, 这就得到它们的有界性.

(3) 由确界存在定理知题中的上确界和下确界都是存在的.

设 α = sup{xn : n ∈ N∗}, β = inf{yn : n ∈ N∗}.

因对任意的正整数 m,n, 都有 xn ≤ xm+n ≤ ym+n ≤ ym, 故每个 ym 都是 {xn : n ∈

N∗} 的上界, 因此对任意正整数 m 都有 α ≤ ym. 这又意味着 α 是 {ym : m ∈ N∗} 的下

界, 因此又有 α ≤ β.

于是, 对任意正整数 n 都有 xn ≤ α ≤ β ≤ yn, 进而 0 ≤ β − α ≤ yn − xn.

因对任意的 ε > 0, 存在正整数 n 使得 n >
y1
ε
, 故

0 ≤ β − α ≤ yn − xn =
(
1 +

1

n

)n+1

−
(
1 +

1

n

)n

=
1

n

(
1 +

1

n

)n

≤ y1
n
< ε,

所以 β − α = 0.

例例例16 设 a < b, f 是 (a, b) 上的凸函数, 证明 f 有下界.

解. 记 c =
a+ b

2
. 只要证 f 在 (a, c) 和 (c, b) 上都有下界即可. 取定 d ∈ (c, b). 对任

意的 x ∈ (a, c), 因

c =
d− c

d− x
x+

c− x

d− x
d,

故

f(c) ≤ d− c

d− x
f(x) +

c− x

d− x
f(d).

因此

f(x) ≥ d− x

d− c
f(c)− c− x

d− c
f(d)
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≥ −d− x

d− c
|f(c)| − c− x

d− c
|f(d)|

≥ −d− a

d− c
|f(c)| − c− a

d− c
|f(d)|.

所以 f 在 (a, c) 上有下界. 同理 f 在 (c, b) 上也有下界. 所以 f 在 (a, b) 上有下界.

§ 3.2 初等函数

1. 常常常值值值函函函数数数, 指指指数数数函函函数数数, 正正正弦弦弦函函函数数数, 余余余弦弦弦函函函数数数, 正正正切切切函函函数数数

常值函数, 指数函数, 正弦函数, 余弦函数, 都是 R 上的函数. 我们列举它们的一些

重要性质.

指数函数是严格增的, 无上界, 且 inf
x∈R

ex = 0, 值域为 (0,+∞). 指数函数也记为 exp.

正弦函数 sin 和余弦函数 cos 都是以 2π 为最小正周期的周期函数, 它们的值域都

是 [−1, 1], 并且

sin2 x+ cos2 x = 1, sin(x+
π

2
) = cos x, cos(x+

π

2
) = − sin x.

sin 是奇函数, 其零点集为 {kπ : k ∈ Z}, 它在
[
− π

2
,
π

2

]
上严格增, 在

[π
2
,
3π

2

]
上严

格减. 并且 sin 的图像关于直线 x =
π

2
对称, 即 sin(π − x) = sinx.

由上述性质可以得到 cos 的对应的性质. 例如 cos 的图像关于直线 x = 0 对称.

正切函数 tan 是 R \ {kπ +
π

2
: k ∈ Z} 上的函数, tan =

sin

cos
, 它是以 π 为最小正周

期的周期函数, 在
(
− π

2
,
π

2

)
上是严格增的, 无上界也无下界, 值域为 R.

2. 对对对数数数函函函数数数, 反反反正正正弦弦弦函函函数数数, 反反反余余余弦弦弦函函函数数数, 反反反正正正切切切函函函数数数

对数函数 ln 是 exp 的反函数.

反正弦函数 arcsin 是 sin :
[
− π

2
,
π

2

]
→ [−1, 1] 的反函数.

反余弦函数 arccos 是 cos : [0, π] → [−1, 1] 的反函数.

反正切函数 arctan 是 tan :
(
− π

2
,
π

2

)
→ R 的反函数.

根据反函数的性质, 可以知道这些函数的值域和单调性等性质和图像等直观信息.

3. 幂幂幂函函函数数数
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首先对不等于 1 的正数 α 定义

φ : (0,+∞) → R, x→ eα lnx,

称之为幂函数. 并把 φ(x) 记为 xα, 即

xα = eα lnx.

对不同的 α, 可将 φ 做适当的延拓 (细节留作习题).

4. 初初初等等等函函函数数数

常值函数, 指数函数, 正弦函数, 余弦函数, 正切函数, 对数函数, 反正弦函数, 反余

弦函数, 反正切函数, 幂函数, 统称为基本初等函数.

由有限个基本初等函数, 经有限次的四则运算和复合所得到的函数, 称为初等函数.

例例例1 多项式函数 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n (其中 n 是正整数, a0, a1, · · · , an 都是

实数) 是初等函数.

例例例2 f : R+ → R, x 7→ (1 + x)sinx 是初等函数.

问问问题题题14 |x| 是初等函数吗? sgn(x) =
x

|x|
是初等函数吗?

5. 双双双曲曲曲函函函数数数和和和反反反双双双曲曲曲函函函数数数

称

sinh x =
ex − e−x

2

为双曲正弦, 它是奇函数, 值域是 R, 且在 R 上严格增. 其反函数记为 arsinh, 称为反双

曲正弦.

称

coshx =
ex + e−x

2

为双曲余弦. 它是偶函数, 值域是 [1,+∞), 在 (−∞, 0] 上严格减, 在 [0,+∞) 上严格增.

cosh : [0,+∞) → [1,+∞) 的反函数记为 arcosh, 称为反双曲余弦.

称

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x



44 第三章 初等函数

为双曲正切. 它是严格增的奇函数, 值域是 (−1, 1). 其反函数记为 artanh, 称为反双曲正

切.

双曲正弦, 双曲余弦和双曲正切统称为双曲函数 (hyperbolic function), 其反函数统

称为反双曲函数.

双曲函数 sinh, cosh, tanh 也分别记为 sh, ch, th. 反双曲函数 arsinh, arcosh, artanh

也分别记为 arsh, arch, arth. 或 sinh−1, cosh−1, tanh−1, 或 sh−1, ch−1, th−1.

问问问题题题15 研究双曲正弦, 双曲余弦和双曲正切的图像, 写出反双曲正弦, 反双曲余弦,

反双曲正切的表达式.

arsinh(x) = ln(x+
√
x2 + 1),

arcosh(x) = ln(x+
√
x2 − 1),

artanh(x) =
1

2
ln

1 + x

1− x
.

问问问题题题16 课外扩展阅读: 为什么正弦函数 sin 的反函数记为 arcsin, 而反双曲正弦函

数记为 arsinh ?

§ 3.3 初等函数性质

初等函数 f 的自然定义域是指使得表达式 f(x) 有意义的实数 x 所构成的集合.

性性性质质质1 设 f 是初等函数, 其自然定义域为 D. 若 [a, b] ⊆ D, 则 f 在 [a, b] 上有最大

值, 也有最小值, 并且 f([a, b]) 也是一个闭区间. (不证明)

例例例1 若 f(x) =
2x − 1

2x + 1
, g(x) = f−1(x), 求 g

(3
5

)
.

解. 由 y = f(x) 与反函数 y = f−1(x) 之间的关系知, 求 f−1
(3
5

)
, 就是解方程

2x − 1

2x + 1
=

3

5
. 容易解出 x = 2.

例例例2 已知 f(x) =
ax+ b

cx+ d
的图像与它的反函数的图像完全重合, 求该函数该具有何

种形式? 这里 a, b, c, d 为常数, 且 a, c 不同时为 0.

解. 由 y =
ax+ b

cx+ d
, 得 x =

dy − b

−cy + a
, 因此 f(x) 的反函数为 f−1(x) =

dx− b

−cx+ a
. 因
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f(x) = f−1(x), 即

ax+ b

cx+ d
=

dx− b

−cx+ a
,

故

c(a+ d)x2 + (d2 − a2)x− b(a+ d) = 0,

因此有

c(a+ d) = 0, d2 − a2 = 0, −b(a+ d) = 0.

所以 a+ d = 0; 或者 a = d ̸= 0 且 b = c = 0.

于是 f(x) =
ax+ b

cx− a
, 或 f(x) = x.

例例例3 求 f(x) = x+
1

x
的单调区间.

解. f 的定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞), 且 f(−x) = −f(x).

任取 x1, x2 ∈ (0,+∞), 不妨设 x1 < x2, 则

f(x2)− f(x1) = (x2 − x1)
(
1− 1

x1x2

)
.

(1) 当 0 < x1 < x2 ≤ 1 时, 有 f(x2) < f(x1). 因此 f 在 (0, 1] 上严格单调递减. 由

f 是奇函数知, f(x) 在 [−1, 0) 内也严格单调递减.

(2) 当 1 < x1 < x2 时, 有 f(x1) < f(x2). 因此 f 在 (0, 1] 上严格单调递增. 由 f 是

奇函数知, f(x) 在 (−∞,−1] 内也严格单调递增.

例例例4 设 0 < α, β, γ <
π

2
, 且

cosα = tan β, cos β = tan γ, cos γ = tanα.

求证: α = β = γ.

解. 记 A = {α, β, γ}, B = {cosα, cos β, cos γ}, 则 B = {tanα, tan β, tan γ}.

不妨设 α = minA, 则由 cos 的单调性知 cosα = maxB.

而由 cosα = tan β 知 tan β = maxB, 由 tan 的单调性知 β = maxA.

由 cos 的单调性知 cos β = minB, 而 cos β = tan γ, 故 tan γ = minB.

再由 tan 的单调性知 γ = minA,

所以 α = γ. 再由轮换对称性知 γ = β.
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例例例5 证明函数 f(x) = x2 在 R 上有下界而无上界. 函数 g(x) =
1

x
在 (1,+∞) 上有

界 (1 是一个上界, 0 是一个下界).

例例例6 证明 f(x) = tanx 在
(
− π

2
,
π

2

)
上无界, 而在

(
− π

2
,
π

2

)
内的任一闭区间 [a, b]

上有界.

解. (1) 对任意的 A > 0, 取 x0 = arctan(A+ 1), 则 x0 ∈
(
− π

2
,
π

2

)
, 且有

| tanx0| = | tan(arctan(A+ 1))| = A+ 1 > A.

(2) 任取 [a, b] ⊆
(
− π

2
,
π

2

)
. 由于 f(x) = tanx 在 [a, b] 上递增, 当 x ∈ [a, b] 时,

有 tan a ≤ tanx ≤ tan b. 记 A = max{| tan a|, | tan b|}, 则对一切 x ∈ [a, b], 均有

| tanx| ≤ A.

例例例7 证明 f(x) = cos(x2) 不是周期函数.

解. 假设 f(x) = cos(x2) 有周期 T 且不妨设 T > 0, 则对任意实数 x 都有

cos((x+ T )2) = cos(x2).

令 x = 0, 得 cos(T 2) = 1, 因此存在 k ∈ Z+ 使得 T 2 = 2kπ.

再令 x =
√
2T , 则 cos((

√
2 + 1)2T 2) = cos(2T 2) = cos(4kπ) = 1, 故存在 m ∈ Z+ 使

得 (
√
2 + 1)2T 2 = 2mπ. 于是有 (

√
2 + 1)2 =

m

k
. 但这是不可能的.

例例例8 设 f(x) = sinn x (n ∈ N+) 的最小正周期为 T , 求证:

T =

{
2π, n = 2k + 1,

π, n = 2k.

解. (1) n = 2k + 1 时, 2π 是 f(x) 的一个周期.

假设 T0也是 f(x)的周期,且 0 < T0 < 2π,则对任意的 x ∈ R,总有 f(x+T0) = f(x),

即 sin2k+1(x + T0) = sin2k+1 x. 令 x =
π

2
, 得 sin2k+1(

π

2
+ T0) = 1, 即 cos2k+1 T0 = 1, 故

cosT0 = 1. 但由 0 < T0 < 2π 知 cosT0 < 1, 矛盾.

(2) n = 2k 时, f(x) = (sin2 x)k, 故 π 是 f(x) 的一个周期.

假设 T0 也是 f(x)的周期,且 0 < T0 < π,则对任意的 x ∈ R,总有 f(x+T0) = f(x),

即 sin2k(x + T0) = sin2k x. 令 x = 0 得 sin2k T0 = 0, 故 sinT0 = 0. 但由 0 < T0 < π 知,

sinT0 > 0, 矛盾.
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例例例9 若 y = f(x) 在 R 上的图像关于 x = a 对称, 关于 x = b 对称, 且 a ̸= b, 则

f(x) 是 R 上的周期函数.

解. 设 (x, f(x)) 在 f(x) 图像上, 由条件知 (2a− x, f(x)) 和 (2b− x, f(x)) 都在图像

上, 即 f(2a− x) = f(2b− x) = f(x). 令 x 取 2a− x, 则 f(x) = f(2b− 2a+ x).

例例例10 设
3

2
≤ x ≤ 5, 证明 2

√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x < 2

√
19.

解. 由幂平均不等式知,

2
√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x

=
√
x+ 1 +

√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x

≤4

√
x+ 1 + x+ 1 + 2x− 3 + 15− 3x

4

=2
√
14 + x ≤ 2

√
19.

因两个不等号中至少有一个是严格的, 所以有

2
√
x+ 1 +

√
2x− 3 +

√
15− 3x < 2

√
19.

例例例11 设正数 a, b, c 满足 a+ b+ c = 1, 证明:

a
3
√
1 + b− c+ b 3

√
1 + c− a+ c

3
√
1 + a− b ≤ 1.

解. 注意 f(x) = 3
√
x, x ∈ (0,+∞), 则 −f 是严格凸函数. 又 a+ b+ c = 1, 于是

左边 = af(1 + b− c) + bf(1 + c− a) + cf(1 + a− b)

≤ f(a(1 + b− c) + b(1 + c− a) + c(1 + a− b))

= f(a+ b+ c) = f(1) = 1.

例例例12 证明: 在 △ABC 中, 总有

(1) sinA+ sinB + sinC ≤ 3

2

√
3;

(2) cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≤ 3

2

√
3.

解. (1) 设 f(x) = − sinx, 0 < x < π, 则 f 是严格凸函数. 由 Jensen 不等式知

f(A) + f(B) + f(C) ≥ 3f
(A+B + C

3

)
,

故

sinA+ sinB + sinC ≤ 3 sin
π

3
=

3

2

√
3.
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(2) 设 g(x) = − cosx, 0 < x <
π

2
. 易知 g 是严格凸函数, 因此

g
(A
2

)
+ g

(B
2

)
+ g

(C
2

)
≥ 3g

(A+B + C

6

)
,

因此

cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
≤ 3

2

√
3.

例例例13 已知

f(x) =


x2, x > 0
0, x = 0
−x2, x < 0

且对任意的 x ∈ [t, t+ 2], 不等式 f(x+ t) ≥ 2f(x) 恒成立. 求 t 的取值范围.

解. 因 f(x) = x2sgn(x), 故

2f(x) = 2x2sgn(x) = (
√
2x)2sgn(

√
2x) = f(

√
2x),

因此不等式 f(x+ t) ≥ 2f(x) 即 f(x+ t) ≥ f(
√
2x). 因

f(−x) = x2sgn(−x) = −x2sgn(x) = −f(x),

故 f(x) 为 R 上的奇函数.

又因 f(x) 在 [0,+∞] 上严格递增, 故 f(x) 为 R 上的严格递增函数. 于是

f(x+ t) ≥ f(
√
2x) ⇐⇒ x+ t ≥

√
2x.

所以, 题目的条件就是: (
√
2− 1)x ≤ t 对任意的 x ∈ [t, t+ 2] 恒成立.

由此得 (
√
2− 1)(t+ 2) ≤ t, 即 t ≥

√
2.

例例例14 设 a ∈ R. 已知 x, y ∈
[
− π

4
,
π

4

]
, 且x

3 + sin x− 2a = 0,

4y3 +
1

2
sin 2y + a = 0.

求 cos(x+ 2y).

解. 令 f(t) = t3 + sin t, 则

f(x) = x3 + sin x = 2a,

f(2y) = 8y3 + sin 2y = 2(4y3 + sin y cos y) = −2a.

由于 f(t) 为奇函数, 故 f(−2y) = 2a = f(x). 又易知 f(t) 在
[
− π

2
,
π

2

]
上严格单调递增,

所以 −2y = x, 即 x+ 2y = 0. 所以 cos(x+ 2y) = 1.
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例例例15 求 f(x) = |x− 1|+ |x− 2| 的最小值.

解. 首先由不等式

|x− 1|+ |x− 2| ≥ |(x− 1)− (x− 2)| = 1,

知 f(x) ≥ 1. 又因 f(1) = 1, 故 f(x) 的最小值为 1.

例例例16 已知 x ∈ (−∞,−1], 求 y = x2 + x
√
x2 − 1 的最大值.

解. 首先有

2y = x2 + 2x
√
x2 − 1 + (x2 − 1) + 1

=
(
x+

√
x2 − 1

)2

+ 1.

因 t(x) = x +
√
x2 − 1 =

1

x−
√
x2 − 1

在 (−∞,−1] 上递减, 故 −1 = t(−1) ≤ t(x) < 0,

从而 2y ≤ 2, 即 y ≤ 1. 所以当 x = −1 时, y 取到最大值 1.

例例例17 求 f(x) = 2− 2a cos x− sin2 x 的最值, 其中 a 为参数.

解. 首先有 f(x) = cos2 x− 2a cosx+ 1 = (cosx− a)2 + 1− a2.

令 t = cos x, f(x)
△
= g(t) = (t− a)2 + 1− a2, t ∈ [−1, 1].

(1) a < −1 时, g(t) 在 [−1, 1] 上递增, 故 f(x) 的最大值 M = g(1) = 2− 2a, 最小值

m = g(−1) = 2 + 2a.

(2) −1 ≤ a < 0 时, g(t) 在 [−1, a] 上递减, 在 [a, 1] 上递增, 故 M = g(1) = 2 − 2a,

m = g(a) = 1− a2.

(3) 0 ≤ a < 1 时, g(t) 在 [−1, a] 上递减, 在 [a, 1] 上递增, 故 M = g(−1) = 2 + 2a,

m = g(a) = 1− a2.

(4) a ≥ 1 时, g(t) 在 [−1, 1] 上递减, 故 M = g(−1) = 2 + 2a, m = g(1) = 2− 2a.

综上, f(x) 的最大值为

M =

{
2− 2a, a < 0,
2 + 2a, a ≥ 0,

最小值为

m =


2 + 2a, a < −1,
1− a2, −1 ≤ a < 1,
2− 2a, a ≥ 1,

例例例18 求函数 y =
225

4 sin2 x
+

2

cos x
在 x ∈

(
0,
π

2

)
上的最小值.
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解. 对任意的 k > 0, 总有

y =
( 225

4 sin2 x
+ k sin2 x

)
+
(
k cos2 x+

1

cos x
+

1

cosx

)
− k

≥ 15
√
k + 3

3
√
k − k,

其中等号成立当且仅当 
225

4 sin2 x
= k sin2 x,

k cos2 x =
1

cos x
,

即 
sin2 x =

15

2
√
k
,

cos2 x =
1

3
√
k2

时成立.

此时
15

2
√
k
+

1
3
√
k2

= 1. 设
1

k
= t6,则 2t4+15t3−2 = 0,即 (2t−1)(t3+8t2+4t+2) = 0.

注意到
15

2
√
k
= sin2 x ≤ 1,

1
3
√
k2

= cos2 x ≤ 1, 知满足限制条件的根只有 t =
1

2
.

当 t =
1

2
时, k =

1

t6
= 64, 此时等号成立, 即 y ≥ 15

√
64 + 3 3

√
64− 64 = 68.

§ 3.4 函数方程

函数方程指是含有未知函数的方程. 使函数方程成立的函数叫做函数方程的解. 求

函数方程的解或证明函数方程无解的过程叫解函数方程.

例例例1 若 f : R → R 满足 f(0) = 1, 且对任意的 x, y ∈ R, 都有

f(x− y) = f(x)− (2x− y + 1)y,

求 f(x).

解. 令 x = 0, 得 f(−y) = f(0)− (−y + 1)y, 因此

f(−y) = y2 − y + 1 = (−y)2 + (−y) + 1.

所以 f(x) = x2 + x+ 1.

例例例2 设 f 是 N+ 上的函数, f(1) = 1, 且对任意正整数 x, y, 均有

f(x) + f(y) = f(x+ y)− xy,

求 f(x).
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解. 令 y = 1, 得 f(x) + f(1) = f(x+ 1)− x, 即 f(x+ 1)− f(x) = x+ 1. 在式中依

次令 x = 1, 2, 3, · · · , n− 1, 累加得

f(n)− f(1) = 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
(n+ 2)(n− 1)

2
.

所以 f(x) =
1

2
(x2 + x), x ∈ N+.

例例例3 已知 f
(1 + x

x

)
=
x2 + 1

x2
+

1

x
, 求 f(x).

解. (注意 f 的定义域)

f
(1 + x

x

)
=
x2 + 1

x2
+

1

x
=
x2 + 2x+ 1− 2x

x2
+

1

x

=
(1 + x

x

)2

− 2

x
+

1

x
=

(1 + x

x

)2

− 1 + x− x

x

=
(1 + x

x

)2

− 1 + x

x
+ 1.

又
1 + x

x
= 1 +

1

x
̸= 1, 所以 f(x) = x2 − x+ 1, x ̸= 1.

例例例4 设 f
(
x+

1

x

)
= x2 +

1

x2
, g

(
x+

1

x

)
= x3 +

1

x3
, 求 f(g(x)).

解. 易见 f(x) = x2 − 2 (|x| ≥ 2). 因

g
(
x+

1

x

)
=

(
x+

1

x

)3 − 3
(
x+

1

x

)
,

故 g(x) = x3 − 3x (|x| ≥ 2). 若 2 ≤ z < y, 则

g(y)− g(z) = y3 − 3y − (z3 − 3z) = (y − z)(y2 + yz + z2 − 3) > 0,

因此 g 在 [2,+∞) 上严格增. 因 g 是奇函数, 故 g 在 (−∞,−2] 上也严格增.

于是当 x ∈ [2,+∞) 时 g(x) ≥ g(2) = 2, 当 x ∈ (−∞,−2] 时 g(x) ≤ g(−2) = −2.

因此当 |x| ≥ 2 时, 总有 |g(x)| ≥ 2, 所以

f(g(x)) = (x3 − 3x)2 − 2 = x6 − 6x4 + 9x2 − 2 (|x| ≥ 2).

例例例5 已知 f
(1− x

1 + x

)
=
x2 + 1

2x
, 求 f(x).

解. 设 t =
1− x

1 + x
. 因 x ̸= −1, x ̸= 0, 故 t ̸= ±1. 由 t =

1− x

1 + x
, 得 x =

1− t

1 + t
, 因此

f(t) =

(1− t

1 + t

)2
+ 1

2
(1− t

1 + t

) =
1 + t2

1− t2
,

所以 f(x) =
1 + x2

1− x2
(x ̸= ±1).

例例例6 已知 f(cosx− 1) = cos2 x, 求 f(x).
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解. 令 cosx− 1 = u, 则 −2 ≤ u ≤ 0, cos x = u+ 1,

f(u) = f(cosx− 1) = (u+ 1)2.

所以 f(x) = (x+ 1)2, x ∈ [−2, 0].

例例例7 设 f(x) 满足 af(x) + bf
(1
x

)
= cx, 其中 a, b, c 均为非零常数, 且 a ̸= ±b. 求

f(x).

解. 由

af(x) + bf
(1
x

)
= cx,

af
(1
x

)
+ bf(x) = c

1

x

消去 f
(1
x

)
, 得

f(x) =
acx2 − bc

(a2 − b2)x
.

例例例8 若 f : R → R 满足: 对任意的实数 x, y 都有

f(x+ f(y)) = 2x+ 2f(y + 1),

求 f .

解. 由 f(0) = f(−f(y) + f(y)) = −2f(y) + 2f(y + 1), 得 2f(y + 1) = 2f(y) + f(0).

特别地, 2f(1) = 3f(0). 因此

f(x+ f(y)) = 2x+ 2f(y) + f(0) = 2(x+ f(y)) + f(0).

对任意实数 t, 记 x = t− f(0), 则

f(t) = f(x+ f(0)) = 2(x+ f(0)) + f(0) = 2t+ f(0).

特别地, f(1) = 2 + f(0).

由 3f(0) = 2f(1) = 2(2 + f(0)), 得 f(0) = 4. 所以 f(t) = 2t+ 4.

例例例9 若函数 f : Q → Q 满足 f(1) = 2, 且对任意 x, y ∈ Q 都有

f(xy) = f(x)f(y)− f(x+ y) + 1.

求 f .

解. 对任意的 x ∈ Q, 因

f(x) = f(x)f(1)− f(x+ 1) + 1 = 2f(x)− f(x+ 1) + 1,
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故 f(x+ 1)− f(x) = 1. 所以对任意整数 k 都有 f(k) = k+ 1, 并且 f(x+ k) = f(x) + k.

因此, 对任意的 x ∈ Q, 对任意整数 k, 都有

f(kx) = f(k)f(x)− f(x+ k) + 1 = (k + 1)f(x)− (f(x) + k) + 1 = kf(x)− k + 1.

若 p, q ∈ Z, q > 0, 则

p+ 1 = f(p) = f(q · p
q
) = qf(

p

q
)− q + 1,

故 f(
p

q
) =

p

q
+ 1. 因此对任意的 x ∈ Q, 都有 f(x) = x+ 1.

定定定理理理1 若 f : R → R 单调, 且对任意 x, y ∈ R 都有

f(x+ y) = f(x) + f(y),

则 f(x) = f(1)x.

证明. 由 f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) 得 f(0) = 0.

对任意实数 x, 容易用数学归纳法证明: 对任意的正整数 n, 都有 f(nx) = nf(x).

因对任意正整数 m, 都有 mf(
x

m
) = f(m · x

m
) = f(x), 故 f(

x

m
) =

1

m
f(x).

对任意正有理数 r, 都存在都是正整数 p, q 使得 r =
p

q
. 因此

f(rx) = f(
px

q
) =

1

q
f(px) =

1

q
· pf(x) = rf(x).

因对任意 t ∈ R 都有 f(t) + f(−t) = f(t + (−t)) = f(0) = 0, 故 f 是奇函数. 所以

对任意的负有理数 r, 也有 f(rx) = −f((−r)x) = −(−r)f(x) = rf(x).

综上, 对任意有理数 r, 都有 f(rx) = rf(x). 特别地, f(r) = f(1)r.

最后, 对任意实数 x, 我们来证: 对任意的 ε > 0, 都有 |f(x)− f(1)x| < ε.

记 η =
ε

4|f(1)|+ 1
. 由 Q 稠密知, 存在 r, s ∈ Q 使得 x− η < r < x < s < x+ η. 因

f 单调, 故 |f(x)− f(r)| ≤ |f(s)− f(r)| = |f(1)(s− r)|, 因此,

|f(x)− f(1)x| = |f(x)− f(r)− f(1)(x− r)| ≤ |f(x)− f(r)|+ |f(1)(x− r)|

≤ |f(1)(s− r)|+ |f(1)(s− r)| = 2|f(1)| · |s− r|

≤ 2|f(1)| · 2η = 2|f(1)| · 2ε

4|f(1)|+ 1

< ε.

问问问题题题17 若 f : R → R 满足: 对任意 x, y ∈ R 都有 f(x + y) = f(x) + f(y), 且 f 在

某个区间上有界, 是否必有 f(x) = f(1)x ?
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定定定理理理2 若 f : R → R 严格单调, 且对任意 x, y ∈ R 都有

f(x+ y) = f(x)f(y),

则 f(1) > 0, f(1) ̸= 1, 且 f(x) = (f(1))x, 即 f 是指数函数.

证明. 我们先证明 f(x) 恒不为零.

事实上, 若存在 x0 ∈ R, 使得 f(x0) = 0, 则对任意的 x ∈ R, 都有

f(x) = f((x− x0) + x0) = f(x− x0)f(x0) = 0,

这就与 f(x) 在 R 上严格单调相矛盾. 所以 f(x) 恒不为零.

因此, 对任意的 x ∈ R, 都有 f(x) = f
(x
2
+
x

2

)
=

(
f
(x
2

))2

> 0.

最后,在 f(x+y) = f(x)f(y)两端取对数,得 ln f(x+y) = ln f(x)+ln f(y),由定理 1

知 ln f(x) = x ln f(1), 因此 f(x) = ex ln f(1) = (f(1))x. 因 f 严格单调, 故 f(1) ̸= f(2).

而 f(2) = f(1)f(1), 因此 f(1) ̸= f(1)f(1). 所以 f(1) ̸= 1.

定定定理理理3 若 f : (0,+∞) → R 严格单调, 且对任意的 x, y > 0 都有

f(xy) = f(x) + f(y),

则 f 是对数函数.

证明. 令 g(x) = f(ex), 则 g 也严格单调, 且对任意实数 µ, ν, 有

g(µ+ ν) = f(e µ+ν) = f(e µe ν) = f(e µ) + f(e ν) = g(µ) + g(ν).

由定理 1知 g(x) = g(1)x = f(e)x, 故

f(x) = f(elnx) = g(lnx) = f(e) ln x = loga x,

其中 a = e
1

f(e) , 且 a > 0, a ̸= 1.

定定定理理理4 若 f : (0,+∞) → R 严格单调, 且对任意的 x, y > 0 都有

f(xy) = f(x)f(y),

则 f 是幂函数.

证明. 令 g(x) = f(ex), 则 g 也严格单调, 且对任意实数 µ, ν, 有

g(µ+ ν) = f(e µ+ν) = f(e µe ν) = f(e µ)f(e ν) = g(µ)g(ν).

由定理 2知 g(x) = (g(1))x = (f(e))x, 即 f(ex) = (f(e))x. 故

f(x) = (f(e))lnx = (eln f(e))lnx = (elnx)ln f(e) = xln f(e).

若记 α = ln f(e), 则 f(x) = xα, 即 f 是幂函数.
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例例例10 设 f : R → R 单调, 且对任意 x, y ∈ R 都有 f
(x+ y

2

)
=
f(x) + f(y)

2
. 证明:

f(x) = (f(1)− f(0))x+ f(0).

解. 由
f(x) + f(y)

2
= f

(x+ y

2

)
= f

((x+ y) + 0

2

)
=
f(x+ y) + f(0)

2
, 得

f(x) + f(y) = f(x+ y) + f(0),

令 g(x) = f(x)− f(0), 则 g(x+ y) = g(x) + g(y), 于是 g(x) = g(1)x.

例例例11 设 n 是大于 1 的正整数, 函数 f : R → R 单调, 并且对任意的 x, y ∈ R, 都有

f(x+ yn) = f(x) + (f(y))n. 求 f .

解. 由 f(0) = f(0 + 0n) = f(0) + (f(0))n 得 f(0) = 0. 因此 f(yn) = (f(y))n. 于是

f(x+ yn) = f(x) + f(yn).

所以, 对任意的 x, y ∈ R, 若 y ≥ 0, 则有 f(x+ y) = f(x) + f(y).

若 y < 0, 则 −y > 0, 故 f(y) + f(−y) = f(y + (−y)) = f(0) = 0, 因此 f 是奇函数,

且 f(x) = f((x+ y) + (−y)) = f(x+ y) + f(−y) = f(x+ y)− f(y), 故也有

f(x+ y) = f(x) + f(y).

所以 f(x) = f(1)x. 若 f(1) ̸= 0, 则由 f(1) = f(1n) = (f(1))n 知: 当 n 为偶数时,

f(1) = 1; 当 n 为奇数时, f(1) = ±1.

§ 3.5 三角函数

1. 基基基本本本公公公式式式

1. sin2 α+ cos2 α = 1.
(
1 + tan2 α =

1

cos2 α
, 1 + cot2 α =

1

sin2 α

)
2. sin(α+ β) = sinα cos β + cosα sin β.

cos(α+ β) = cosα cos β − sinα sin β.
(
tan(α+ β) =

tanα+ tanβ

1− tanα tan β

)
3. cos(α+ β) + cos(α− β) = 2 cosα cos β.

(
cos 0 ̸= 0,

π

2
是 cos 的最小的正零点

)
4. sinα = cos

(π
2
− α

)
. 并且, 对任意整数 k, 都有
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sin
(
α+ (2k) · π

2

)
= (−1)k sinα, sin

(
α+ (2k + 1) · π

2

)
= (−1)k cosα.

cos
(
α+ (2k) · π

2

)
= (−1)k cosα, cos

(
α+ (2k + 1) · π

2

)
= (−1)k+1 sinα.

5. sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α, tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
.

cos2 α =
1 + cos 2α

2
, sin2 α =

1− cos 2α

2
.

6. sinα =
2 tan

α

2

1 + tan2 α

2

, cosα =
1− tan2 α

2

1 + tan2 α

2

, tanα =
2 tan

α

2

1− tan2 α

2

.

7. sinα+ sin β = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2
, sinα− sin β = 2 cos

α+ β

2
sin

α− β

2
,

cosα+ cos β = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2
, cosα− cos β = −2 sin

α+ β

2
sin

α− β

2
.

8. cosα cos β =
1

2

(
cos(α+ β) + cos(α− β)

)
,

sinα cos β =
1

2

(
sin(α+ β) + sin(α− β)

)
,

sinα sin β = −1

2

(
cos(α+ β)− cos(α− β)

)
.

9. tan
α

2
==

sinα

1 + cosα
=

1− cosα

sinα
.

2. 证证证明明明三三三角角角恒恒恒等等等式式式

例例例1 证明恒等式:

(1) sin(α+ β) sin(α− β) = sin2 α− sin2 β = cos2 β − cos2 α.

(2) cos(α+ β) cos(α− β) = cos2 α− sin2 β.

(3) sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α.

(4) cos 3α = −3 cosα+ 4 cos3 α.

(5) sin 3θ = 4 sin(60◦ − θ) sin θ sin(60◦ + θ).

(6) cos 3θ = 4 cos(60◦ − θ) cos θ cos(60◦ + θ).

(7) tan 3θ = tan(60◦ − θ) tan θ tan(60◦ + θ).
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解. (1) (2) 利用积化和差公式, 倍角公式, 有

sin(α+ β) sin(α− β) = −1

2

(
cos((α+ β) + (α− β))− cos((α+ β)− (α− β))

)
= −1

2

(
cos 2α− cos 2β

)
= −1

2

(
(1− 2 sin2 α)− (1− 2 sin2 β)

)
= sin2 α− sin2 β.

cos(α+ β) cos(α− β) =
1

2

(
cos((α+ β) + (α− β)) + cos((α+ β)− (α− β))

)
=

1

2

(
cos 2α+ cos 2β

)
=

1

2

(
(2 cos2 α− 1) + (1− 2 sin2 β)

)
= cos2 α− sin2 β.

(3) sin 3α = sin 2α cosα+ cos 2α sinα = 2(1− sin2 α) sinα+ (1− 2 sin2 α) sinα.

(4) cos 3α = cos 2α cosα− sin 2α sinα = (2 cos2 α− 1) cosα− 2(1− cos2 α) cosα.

(5) (6) 两次用积化和差公式, 并注意到 cos 120◦ = −1

2
,

4 sin(60◦ − θ) sin θ sin(60◦ + θ) = 4 sin θ · 1
2

(
cos 2θ − cos 120◦

)
= 2 sin θ cos 2θ + sin θ

= (sin 3θ − sin θ) + sin θ = sin 3θ.

4 cos(60◦ − θ) cos θ cos(60◦ + θ) = 4 cos θ · 1
2

(
cos 2θ + cos 120◦

)
= 2 cos θ cos 2θ − cos θ

= (cos 3θ + cos θ)− cos θ = cos 3θ.

例例例2 设 α, β, γ ̸∈
{
kπ +

π

2
: k ∈ Z

}
, 证明: tanα + tan β + tan γ = tanα tan β tan γ

的充要条件是: 存在 n ∈ Z 使得 α+ β + γ = nπ.

解. (必要性) 设 tanα+ tanβ + tan γ = tanα tan β tan γ, 则

tan β + tan γ = −(1− tan β tan γ) tanα.

倘若 tan β · tan γ = 1, 则 tan β 与 tan γ 同号, 故 tan β + tan γ ̸= 0, 这就与上式相矛盾.

因此总有 tan β · tan γ ̸= 1. 于是

tan(β + γ) =
tan β + tan γ

1− tan β tan γ
= − tanα = tan(−α).
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因 tan 的最小正周期为 π, 且 tan 在
(
− π

2
,
π

2

)
上严格增, 故存在 n ∈ Z 使得

β + γ = nπ − α.

(充分性)设 α+β+γ = nπ,其中 n ∈ Z. 由 β+γ = nπ−α,且 α ̸∈
{
kπ+

π

2
: k ∈ Z

}
,

知 β + γ ̸∈
{
kπ +

π

2
: k ∈ Z

}
. 因此

tanα = − tan(−α) = − tan(nπ − α) = − tan(β + γ) = − tan β + tan γ

1− tan β tan γ
,

整理即得 tanα+ tanβ + tan γ = tanα tan β tan γ.

例例例3 设 β ̸= 2kπ. 证明:

(1) sin(α+ β) + sin(α+ 2β) + · · ·+ sin(α+ nβ) =
sin

nβ

2
sin

(
α+

n+ 1

2
β
)

sin
β

2

.

(2) cos(α+ β) + cos(α+ 2β) + · · ·+ cos(α+ nβ) =
sin

nβ

2
cos

(
α+

n+ 1

2
β
)

sin
β

2

.

解. 对任意的 k ∈ {1, 2, · · · , n}, 由积化和差公式得

2 sin
β

2
sin(α+ kβ) = cos

(
α+

(
k − 1

2

)
β
)
− cos

(
α+

(
k +

1

2

)
β
)
,

2 sin
β

2
cos(α+ kβ) = sin

(
α+

(
k +

1

2

)
β
)
− sin

(
α+

(
k − 1

2

)
β
)
,

分别对 k 求和, 得

2 sin
β

2

n∑
k=1

sin(α+ kβ) = cos
(
α+

(
1− 1

2

)
β
)
− cos

(
α+

(
n+

1

2

)
β
)
,

2 sin
β

2

n∑
k=1

cos(α+ kβ) = sin
(
α+

(
n+

1

2

)
β
)
− sin

(
α+

(
1− 1

2

)
β
)
,

再对右边用和差化积公式, 得

2 sin
β

2

n∑
k=1

sin(α+ kβ) = 2 sin
nβ

2
sin

(
α+

n+ 1

2
β
)
,

2 sin
β

2

n∑
k=1

cos(α+ kβ) = 2 sin
nβ

2
cos

(
α+

n+ 1

2
β
)
.

例例例4 证明: 2 sin4 x+
3

4
sin2 2x+ 5 cos4 x− cos 3x cos x = 2(1 + cos2 x).

解. 先降次再升次,

左边 =2
(1− cos 2x

2

)2

+
3

4
(1− cos2 2x) + 5

(1 + cos 2x

2

)2
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− 1

2
(2 cos2 2x− 1 + cos 2x)

=3 + cos 2x = 2(1 + cos2 x).

例例例5 求证: cos7 x =
1

64
cos 7x+

7

64
cos 5x+

21

64
cos 3x+

35

64
cos x.

解. 由 cos 3x = 4 cos3 x− 3 cos x, 得 4 cos3 x = cos 3x+ 3 cosx. 两边平方得

16 cos6 x =cos2 3x+ 6 cos 3x cos x+ 9 cos2 x.

32 cos6 x =(1 + cos 6x) + 6(cos 4x+ cos 2x) + 9(1 + cos 2x)

= cos 6x+ 6 cos 4x+ 15 cos 2x+ 10.

64 cos7 x =cos 6x cos x+ 12 cos 4x cos x+ 30 cos 2x cosx+ 20 cosx

=(cos 7x+ cos 5x) + 6(cos 5x+ cos 3x)

+ 15(cos 3x+ cosx) + 20 cosx

=cos 7x+ 7 cos 5x+ 21 cos 3x+ 35 cosx.

例例例6 证明: tanx+ sec x = tan
(x
2
+
π

4

)
.

解. 用半角公式,

右边 = tan
1

2

(
x+

π

2

)
=

1− cos
(
x+

π

2

)
sin

(
x+

π

2

) =
1 + sin x

cosx
=左边.

例例例7 求证: (1− sinx)(1− sin y) =
(
sin

x+ y

2
− cos

x− y

2

)2

解. 用倍角公式, 积化和差公式, 有

右边 =
1

2
(1− cos(x+ y)) +

1

2
(1 + cos(x− y))− (sin x+ sin y)

= 1− sin x− sin y +
1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y))

= 1− sin x− sin y + sinx sin y =左边.

例例例8 求证:

4 sinα sin β sin γ

=sin(−α+ β + γ) + sin(α− β + γ) + sin(α+ β − γ)− sin(α+ β + γ).

解. 分组和差化积,

右边 = (sin(α+ β − γ) + sin(α− β + γ)) + (sin(β + γ − α)− sin(β + γ + α))
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= 2 sinα cos(β − γ) + 2 cos(β + γ) sin(−α)

= 2 sinα(cos(β − γ)− cos(β + γ))

= 2 sinα(−2 sin β sin(−γ)) =左边.

例例例9 证明:
cos x

1− sin x
+

cos y

1− sin y
=

2(sinx− sin y)

sin(x− y) + cosx− cos y

解. 由倍角公式得

左边 =
cos2

x

2
− sin2 x

2(
cos

x

2
− sin

x

2

)2 +
cos2

y

2
− sin2 y

2(
cos

y

2
− sin

y

2

)2

=
cos

x

2
+ sin

x

2

cos
x

2
− sin

x

2

+
cos

y

2
+ sin

y

2

cos
y

2
− sin

y

2

=
2 cos

x

2
cos

y

2
− 2 sin

x

2
sin

y

2

cos
x

2
cos

y

2
+ sin

x

2
sin

y

2
− sin

x

2
cos

y

2
− cos

x

2
sin

y

2

=
2 cos

x+ y

2

cos
x− y

2
− sin

x+ y

2

.

而

右边分子 = 4 cos
x+ y

2
sin

x− y

2
,

右边分母 = 2 sin
x− y

2
cos

x− y

2
− 2 sin

x+ y

2
sin

x− y

2
.

例例例10 证明: tanα+ 2 tan 2α+ 4 tan 4α+ 8 cot 8α = cotα.

解. 由 tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
, 得 cot 2α =

1

2
(cotα− tanα), 即

tanα = cotα− 2 cot 2α.

用 2α, 4α 分别代入上式中的 α, 可得

tan 2α = cot 2α− 2 cot 4α,

tan 4α = cot 4α− 2 cot 8α.

所以

tanα+ 2 tan 2α+ 4 tan 4α = cotα− 8 cot 8α.

注. 一般地, 有

tanx+ 2 tan 2x+ 22 tan 22x+ · · ·+ 2n tan2n x = cot x− 2n+1 cot 2n+1x.
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例例例11 已知
cos4A

cos2B
+

sin4A

sin2B
= 1, 求证:

cos4B

cos2A
+

sin4B

sin2A
= 1.

解. 直接变形就有

cos4A sin2B + sin4A cos2B = sin2B cos2B,

即

(1− sin2A)2 sin2B + sin4A(1− sin2B)− sin2B(1− sin2B) = 0,

配方得

(sin2A− sin2B)2 = 0,

于是 sin2A = sin2B, 进而 cos2A = cos2B.

例例例12 已知
sin4 x

a
+

cos4 x

b
=

1

a+ b
(a > 0, b > 0), 证明:

sin8 x

a3
+

cos8 x

b3
=

1

(a+ b)3
.

解. 由 Cauchy 不等式,

(a+ b)
(sin4 x

a
+

cos4 x

b

)
≥ (sin2 x+ cos2 x)2 = 1,

得

sin4 x

a
+

cos4 x

b
≥ 1

a+ b
.

因为上式中等号成立, 所以存在 k 使得
sin2 x

a
=

cos2 x

b
= k. 因

1

a+ b
= k, 故

sin8 x

a3
+

cos8 x

b3
=
k3 sin8 x

sin6 x
+
k3 cos8 x

cos6 x
= k3 =

1

(a+ b)3
.

例例例13 已知 α ̸= kπ +
π

2
, β ̸= kπ (k ∈ Z), 且

(3 tanα+ cotβ)3 + tan3 α+ 4 tanα+ cot β = 0.

求证: 4 tanα+ cotβ = 0.

解. 注意到已知条件等价于

(3 tanα+ cotβ)3 + (3 tanα+ cot β) = −(tan3 α+ tanα).

令 f(x) = x3 + x, 则由上式即为 f(3 tanα+ cotβ) = −f(tanα).

因 f(x) 是 R 上的奇函数, 且严格单调增, 于是由

f(3 tanα+ cot β) = −f(tanα) = f(− tanα)

得 3 tanα+ cotβ = − tanα, 即 4 tanα+ cotβ = 0.
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例例例14 证明
1

cos 0◦ cos 1◦
+

1

cos 1◦ cos 2◦
+ · · ·+ 1

cos 88◦ cos 89◦
=

cos 1◦

sin2 1◦
.

解. 由恒等式

sin(α− β)

cosα cos β
=

sinα cos β − cosα sin β

cosα cos β
= tanα− tan β

知, 对任意的 k ∈ {0, 1, · · · , 88} 都有
sin 1◦

cos k◦ cos(k + 1)◦
= tan(k + 1)◦ − tan k◦

对 k 求和, 得

sin 1◦

cos 0◦ cos 1◦
+

sin 1◦

cos 1◦ cos 2◦
+ · · ·+ sin 1◦

cos 88◦ cos 89◦
=

cos 1◦

sin 1◦
.

例例例15 证明: sin 1◦ sin 2◦ sin 3◦ · · · sin 89◦ =
(1
4

)45

· 6
√
10.

解. 将 1◦, 2◦, · · · , 89◦, 按 θ, 60◦ − θ, 60◦ + θ 分组, 并多次应用三倍角公式, 可得

左边 =(sin 1◦ sin 59◦ sin 61◦)(sin 2◦ sin 58◦ sin 62◦) · · · ·

· (sin 29◦ sin 31◦ sin 89◦) · sin 30◦ · sin 60◦

=
(1
4

)30

·
√
3 sin 3◦ sin 6◦ sin 9◦ · · · sin 87◦

=
(1
4

)30

·
√
3(sin 3◦ sin 57◦ sin 63◦)(sin 6◦ sin 54◦ sin 66◦) · · · ·

· (sin 27◦ sin 33◦ sin 87◦) · sin 30◦ sin 60◦

=
(1
4

)40

· 3 sin 9◦ sin 18◦ sin 27◦ sin 36◦ sin 45◦ sin 54◦ sin 63◦ sin 72◦ sin 81◦.

又

sin 9◦ sin 18◦ · · · sin 72◦ sin 81◦

=(sin 9◦ cos 9◦)(sin 18◦ cos 18◦)(sin 27◦ cos 27◦)(sin 36◦ cos 36◦) · sin 45◦

=
(1
4

)2

·
√
2

2
sin 18◦ sin 36◦ sin 54◦ sin 72◦

=
(1
4

)3

·
√
2

2
sin 36◦ sin 72◦.

设 x = sin 36◦ sin 72◦, 而 cos 36◦ cos 72◦ =
1

4
, 所以

x+
1

4
= cos 36◦,

x− 1

4
= cos 72◦.

因此 x2 − 1

16
= cos 36◦ cos 72◦ =

1

4
, 解出 x =

√
5

4
.

3. 证证证明明明三三三角角角恒恒恒等等等式式式
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例例例16 已知 tan θ = 2, 求 sin2 θ + sin θ cos θ − 2 cos2 θ.

解. 记 A = sin2 θ + sin θ cos θ − 2 cos2 θ. 因 sin2 θ + cos2 θ = 1, 故

A =
sin2 θ + sin θ cos θ − 2 cos2 θ

sin2 θ + cos2 θ

=
tan2 θ + tan θ − 2

tan2 θ + 1
(分子分母同除以 cos2 θ)

=
4

5
.

例例例17 已知 sin(3π − θ)− cos(5π + θ) =
1

5
, θ ∈ (0, π), 求

3 sin2(kπ − θ)− 2 sin((k + 1)π + θ) cos((k − 1)π − θ)− 2 cos2(kπ + θ)

的值, 其中 k ∈ Z.

解. 记 A = 3 sin2(kπ−θ)−2 sin((k+1)π+θ) cos((k−1)π−θ)−2 cos2(kπ+θ),则由诱

导公式知 A = 3 sin2 θ−2 sin θ cos θ−2 cos2 θ.由题目条件及诱导公式知 sin θ+cos θ =
1

5
.

因当 0 < θ ≤ π

2
时总有 sin θ + cos θ ≥ 1, 故

π

2
< θ < π, 进而 sin θ − cos θ > 0. 因

(sin θ + cos θ)2 + (sin θ − cos θ)2 = 2,

故

sin θ − cos θ =
√

2− (sin θ + cos θ)2 =

√
2−

(1
5

)2
=

7

5
.

所以 sin θ =
4

5
, cos θ = −3

5
, 从而 A =

54

25
.

例例例18 已知 f(cosx) = cos 17x, 求
(
f(cosx)

)2
+
(
f(sinx)

)2
.

解. 因 f(sin x) = f
(
cos

(π
2
− x

))
= cos 17

(π
2
− x

)
= sin 17x, 故(

f(cosx)
)2

+
(
f(sin x)

)2
= cos2 17x+ sin2 17x = 1.

例例例19 已知 sinα − sin β = a, cosα − cos β = b, 其中 a, b 不全为零. 求 cos(α − β),

cos(α+ β).

解. 将条件中的两式平方相加, 得 cos(α− β) = 1− a2 + b2

2
.

用第二式平方减去第一式的平方, 可得

2 cos(α+ β) cos(α− β)− 2 cos(α+ β) = b2 − a2,

因 a2 + b2 ̸= 0, 故 cos(α+ β) =
a2 − b2

a2 + b2
.

注. 将两式和差化积再相除可求得 tan
α+ β

2
, 再用万能公式也求出 cos(α+ β).



64 第三章 初等函数

例例例20 已知 sinα+sin β = p, cosα+cos β = q,其中 pq ̸= 0. 求: cos(α−β), sin(α+β),

cos(α+ β), tan(α+ β).

解. 两式平方相加得 cos(α− β) =
p2 + q2

2
− 1. 由和差化积 (或积化和差) 公式得

2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2
= sinα+ sin β = p,

2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2
= cosα+ cos β = q,

两式相除得 tan
α+ β

2
=
p

q
. 再由万能公式, 得

sin(α+ β) =
2p/q

1 + p2/q2
=

2pq

p2 + q2
,

cos(α+ β) =
1− p2/q2

1 + p2/q2
=
q2 − p2

q2 + p2
,

tan(α+ β) =
2pq

q2 − p2
.

例例例21 已知 sinα+ sin β =
1

4
, tan(α+ β) =

24

7
, 求 cosα+ cos β.

解. 由 sinα+ sin β =
1

4
, 得 2 sin

α+ β

2
cos

α− β

2
=

1

4
.

设 cosα+ cos β = a, 则 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2
= a.

若 a = 0, 则 cos
α+ β

2
= 0, 因此 α+ β = 2kπ+ π, 进而 tan(α+ β) = 0, 矛盾. 所以

a ̸= 0, 于是有 tan
α+ β

2
=

1

4a
. 再由

24

7
= tan(α+ β) =

2×
( 1

4a

)
1−

( 1

4a

)2 ,

得 a =
1

3
或 − 3

16
.

例例例22 已知
π

2
< β < α <

3

4
π, cos(α− β) =

12

13
, sin(α+ β) = −3

5
, 求 sin 2α.

解. 因
π

2
< β < α <

3

4
π, 故 0 < α− β <

π

4
, 因此 sin(α− β) > 0.

因
π

2
< β < α <

3

4
π, 故 π < α + β <

3π

2
, 因此 cos(α+ β) < 0. 所以

sin 2α = sin((α+ β) + (α− β))

= sin(α+ β) cos(α− β) + cos(α+ β) sin(α− β)

=
(
− 3

5

)
· 12
13

+
(
− 4

5

)
· 5

13

= −56

65
.
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例例例23 已知 sinA+ sinB = sinC, cosA+ cosB = cosC, 求 sin2A+ sin2B + sin2C.

解. 将 sinA+ sinB = sinC, cosA+ cosB = cosC 做平方和, 平方差, 得

cos(A−B) = −1

2
, cos(A+B) = cos 2C.

因此

sin2A+ sin2B + sin2C =
1− cos2A

2
+

1− cos2B

2
+

1− cos2C

2

=
3

2
− 1

2
(cos 2A+ cos 2B + cos 2C)

=
3

2
− cos(A+B) cos(A−B)− 1

2
cos 2C

=
3

2
−

(
− 1

2

)
cos 2C − 1

2
cos 2C =

3

2
.

例例例24 已知 sin x+ sin y + sin z = cos x+ cos y + cos z = 0, 求

S = tan(x+ y + z) + tanx tan y tan z.

解. 由已知 {
sin x+ sin y = − sin z,

cos x+ cos y = − cos z.

两式平方相加, 得, cos(x − y) = −1

2
. 同理, cos(y − z) = −1

2
, cos(z − x) = −1

2
. 这表明

x, y, z 中任两角的终边夹角为
2

3
π, 故存在整数 k1, k2 使得

x = y +
2

3
π + 2k1π, y = z +

2

3
π + 2k2π.

因此

x = z +
4

3
π + 2(k1 + k2)π, x+ y + z = 3z + 2(k1 + 2k2 + 1)π,

所以

S = tan 3z + tan
(
z +

4

3
π
)
tan

(
z +

2

3
π
)
tan z

= tan 3z + tan
(
z +

π

3

)
tan

(
z − π

3

)
tan z

= tan 3z − tan z tan
(π
3
+ z

)
tan

(π
3
− z

)
= 0.

例例例25 若 α + β =
π

12
, tanα, tan β 均有意义, 且 1 + tanα + tan β − tanα tan β ̸= 0,

求
1− tanα− tan β − tanα tan β

1 + tanα+ tan β − tanα tan β
.

解. 由正切的两角和公式, 得

1− tanα− tan β − tanα tan β

1 + tanα+ tan β − tanα tan β
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=
(1− tanα tan β)− tan

π

12
(1− tanα tan β)

(1− tanα tan β) + tan
π

12
(1− tanα tan β)

=
1− tan

π

12

1 + tan
π

12

= tan
(π
4
− π

12

)
=

√
3

3
.

例例例26 计算

(1)
1 + tan 75◦

1− tan 75◦
;

(2) tan 15◦ + tan 30◦ + tan 15◦ tan 30◦.

(3)
2 cos 10◦ − sin 20◦

cos 20◦
.

(4) sin 10◦ sin 50◦ sin 70◦.

(5) cos
2

5
π + cos

4

5
π.

(6) cos4 20◦ + cos4 40◦ + cos4 80◦.

(7) sin 18◦.

解. 利用公式 tanα+ tanβ = (1− tanα tan β) tan(α+ β).

(1)
1 + tan 75◦

1− tan 75◦
=

tan 45◦ + tan 75◦

1− tan 45◦ tan 75◦
= tan 120◦ =

√
3.

(2) 因 tan 15◦ + tan 30◦ = tan(15◦ + 30◦)(1 − tan 15◦ tan 30◦) = 1 − tan 15◦ tan 30◦,

故 tan 15◦ + tan 30◦ + tan 15◦ tan 30◦ = 1.

(3)因 2 cos 10◦ = 2 cos(30◦−20◦) =
√
3 cos 20◦+sin 20◦,故

2 cos 10◦ − sin 20◦

cos 20◦
=

√
3.

(4) sin 10◦ sin 50◦ sin 70◦ = cos 20◦ cos 40◦ cos 80◦ =
sin 20◦ cos 20◦ cos 40◦ cos 80◦

sin 20◦
=

1

8
.

(5) 用例 3 的方法,

cos
2

5
π + cos

4

5
π =

2 sin
π

5

(
cos

2

5
π + cos

4

5
π
)

2 sin
π

5

=
1

2 sin
π

5

(
sin

3

5
π − sin

π

5
+ sin π − sin

3

5
π
)
= −1

2
.

(6) 先用倍角公式降次,

cos4 θ =
(1 + cos 2θ

2

)2

=
1

4
(1 + 2 cos 2θ + cos2 2θ)

=
1

4
+

1

2
cos 2θ +

1

4
· 1 + cos 4θ

2
=

3

8
+

1

2
cos 2θ +

1

8
cos 4θ,
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故

原式 =
9

8
+

1

2
(cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦) +

1

8
(cos 80◦ + cos 160◦ + cos 320◦)

=
9

8
+

5

8
(cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦)

=
9

8
+

5

8
(2 cos 60◦ cos 20◦ − cos 20◦) =

9

8
.

(7) 记 α = 18◦, 则 sin 2α = cos 3α. 由三倍角公式, cos 3α = −3 cosα+ 4 cos3 α, 得

2 sinα cosα = sin 2α = cos 3α = −3 cosα+ 4 cos3 α.

故 2 sinα = −3 + 4 cos2 α = −3 + 4(1− sin2 α) = 1− 4 sin2 α, 即

4 sin2 α+ 2 sinα− 1 = 0

解出 sin 18◦ = sinα =

√
5− 1

4
.

4. 三三三角角角函函函数数数有有有关关关的的的最最最值值值和和和不不不等等等式式式

定定定理理理1 若 α 为锐角, 则 sinα < α < tanα, sinα+ cosα > 1.

例例例27 证明 f(x) =
sinx

x
在

(
0,
π

2

)
上严格单调减, 并由此证明

(1) 0 < x <
π

4
时, sin x >

2
√
2

π
x;

(2) 0 < x <
π

4
时, sin x <

√
2x

π
.

解. 设 0 < x1 < x2 <
π

2
, 则 x2 − x1 > 0, 0 <

x1 + x2
2

<
π

2
, 因此

f(x1)− f(x2) =
x2 sinx1 − x1 sinx2

x1x2

=
1

x1x2

(
(x2 sin x1 − x1 sin x1) + (x1 sin x1 − x1 sinx2)

)
=

1

x1x2

(
(x2 − x1) sin x1 − x1(sin x2 − sin x1)

)
=

1

x1x2

(
(x2 − x1) sin x1 − 2x1 · sin

x2 − x1
2

cos
x1 + x2

2

)
>

1

x1x2

(
(x2 − x1) sin x1 − x1(x2 − x1) · cos

x1 + x2
2

)
=
x2 − x1
x1x2

(
sinx1 − x1 cos

x1 + x2
2

)
>
x2 − x1
x1x2

(sinx1 − x1 cosx1)

=
(x2 − x1) cos x1

x1x2
(tanx1 − x1) > 0.
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(1) 由 f(x) > f
(π
4

)
得

sinx

x
>

sin
π

4
π

4

=
2
√
2

π
.

(2) 由 f(x) > f
(π
2

)
, 知 sin x >

2

π
x, x ∈

(
0,
π

2

)
.

令 t =
π

2
− x, 则 t ∈

(
0,
π

2

)
, 于是 sin

(π
2
− t

)
>

2

π

(π
2
− t

)
, 即 cos t > 1− 2

π
t.

这意味着 sin2 t

2
<

2

π
· t
2
. 故当 x ∈

(
0,
π

4

)
时, sin2 x <

2x

π
, 即 sinx <

√
2x

π
.

例例例28 已知 0 < b < 1, 0 < α <
π

4
, 比较

x = (sinα)logb sinα, y = (cosα)logb cosα, z = (sinα)logb cosα

的大小.

解. 因 0 < α <
π

4
, 故 0 < sinα < cosα < 1.

因 0 < b < 1, 故 logb sinα > logb cosα > 0. 于是

(sinα)logb sinα < (sinα)logb cosα < (cosα)logb cosα,

即 x < z < y.

例例例29 求 f(x) = | sin x|+ sin4 2x+ | cos x| 的最值.

解. 因 f
(
x+

π

2

)
= f(x), f

(π
2
− x

)
= f(x), 故只需求 f(x) 在

[
0,
π

4

]
上的最值.

在
[
0,
π

4

]
上, sin x+ cosx =

√
2 sin

(
x+

π

4

)
与 sin4 2x 均递增, 所以最大值为 f

(π
4

)
,

最小值为 f(0).

当且仅当 x =
kπ

2
+
π

4
时, 取最大值; x =

kπ

2
时, 取最小值.

例例例30 求f(x) = cos 4x+ 6 cos 3x+ 17 cos 2x+ 30 cosx的最小值.

解. 由二倍角公式和三倍角公式得

f(x) =
(
2(2 cos2 x− 1)2 − 1

)
+ 6(4 cos3 x− 3 cos x)

+ 17(2 cos2 x− 1) + 30 cosx

=8 cos4 x+ 24 cos3 x+ 26 cos2 x+ 12 cosx− 16

=2
(
(4 cos4 x+ 4 cos3 x+ cos2 x) + (8 cos3 x+ 8 cos2 x+ 2 cosx)

+ (4 cos2 x+ 4 cosx+ 1)
)
− 18

=2(cosx+ 1)2(2 cosx+ 1)2 − 18 ≥ −18,
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当且仅当 cos x = −1 或 cosx = −1

2
时取等号.

例例例31 已知 y = sin x+
√
1 + cos2 x, 求 y 的最大值.

解. 因 (sinx)2 + (
√
1 + cos2 x)2 = 2 故

(sin x√
2

)2

+
(√1 + cos2 x√

2

)2

= 1.

令 sinx =
√
2 cos θ,

√
1 + cos2 x =

√
2 sin θ,

π

4
≤ θ ≤ 3

4
π, 则

y =
√
2 sin θ +

√
2 cos θ = 2 sin

(
θ +

π

4

)
.

由
π

4
≤ θ ≤ 3

4
π, 得

π

2
≤ θ +

π

4
≤ π, 因此 0 ≤ sin

(
θ +

π

4

)
≤ 1.

当 θ =
3

4
π, 即 x = 2kπ − π

2
时, ymin = 0.

当 θ =
π

4
, 即 x = 2kπ +

π

2
时, ymax = 2.

解法二. 利用不等式
(a+ b

2

)2

≤ a2 + b2

2
, 有

y = sin x+
√
1 + cos2 x ≤

√
2(sin2 x+ (

√
1 + cos2 x)2) = 2,

且 | sin x| ≤ 1 ≤
√
1 + cos2 x, 所以 0 ≤ sin x+

√
1 + cos2 x ≤ 2

当
√
1 + cos2 x = sin x, 即 x = 2kπ +

π

2
时, ymax = 2.

当
√
1 + cos2 x = − sinx, 即 x = 2kπ − π

2
时, ymin = 0.

例例例32 求 y = sin x+
√
2 + cos2 x 的最值.

解. 注意 y = sin x+
√

3− sin2 x.

令sinx =
√
3 cos θ, θ ∈

[
arccos

√
3

3
, π − arccos

√
3

3

]
, 则

y =
√
3 cos θ +

√
3 sin θ =

√
6 sin

(
θ +

π

4

)
,

因 sin
(
θ +

π

4

)
在

[π
4
+ arccos

√
3

3
,
5

4
π − arccos

√
3

3

]
内单调减, 故

ymax =
√
2 + 1, ymin =

√
2− 1.

例例例33 一矩形的一边在 x 轴上, 另两个顶点在 y =
x

1 + x2
(x > 0) 的图像上, 求此矩

形绕 x 轴旋转而成的几何体的体积 V 的最大值.

解. 因 f(x) =
x

1 + x2
=

1

x+
1

x

= f
(1
x

)
, 故可设矩形另两顶点横坐标分别为 x,

1

x
.

不妨设 x < 1, 则

V = π ·
( x

1 + x2

)2

·
(1
x
− x

)
= π · x

2(1− x2)

x(1 + x2)2
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= π ·

1

x
− x(

x+
1

x

)2 = π ·

1

x
− x(1

x
− x

)2

+ 4
.

令 t =
1

x
− x, 则 V = π · t

t2 + 4
= π · 1

t+
4

t

≤ π

4
, 当 t = 2 即

1

x
− x = 2, 亦即 x =

√
2− 1

时等号成立.

另解. 在 V =
1

2
π · 2x

1 + x2
· 1− x2

1 + x2
中, 令 x = tan t, 则

V =
π

2
· sin 2t · cos 2t = π

4
sin 4t ≤ π

4
.

例例例34 求 f(x) =

√
x2 + 1

x− 1
的值域.

解. 设 x = tan θ, −π
2
< θ <

π

2
, θ ̸= π

4
,

f(x) =
1/ cos θ

tan θ − 1
=

1

sin θ − cos θ
=

1
√
2 sin

(
θ − π

4

) .
设 u =

√
2 sin

(
θ − π

4

)
, 则 −

√
2 < u < 1, 且 u ̸= 0, 故

f(x) =
1

u
∈
(
−∞,−

√
2

2

)
∪ (1,+∞).

例例例35 已知 f(x) =
sin(πx)− cos(πx) + 2√

x

(1
4
≤ x ≤ 5

4

)
, 求 f(x) 的最小值.

解. 易见

f(x) =

√
2 sin

(
πx− π

4

)
+ 2

√
x

,
1

4
≤ x ≤ 5

4
.

设 g(x) =
√
2 sin

(
πx− π

4

) (1
4
≤ x ≤ 5

4

)
. 显然 g(x) ≥ 0, 并且 g(x) 在

[1
4
,
3

4

]
上递增,

在
[3
4
,
5

4

]
上递减, y = g(x) 的图像关于直线 x =

3

4
对称, 故对任意 x1 ∈

[1
4
,
3

4

]
, 存在

x2 ∈
[3
4
,
5

4

]
, 使 g(x2) = g(x1). 于是

f(x1) =
g(x1) + 2

√
x1

≥ g(x2) + 2
√
x2

= f(x2).

而 f(x) 也在
[3
4
,
5

4

]
上递减, 所以 f(x) ≥ f

(5
4

)
=

4
√
5

5
, 即 f(x) 在

[1
4
,
5

4

]
上的最小值

是
4
√
5

5
.

例例例36 已知 α, β ∈
(
0,
π

2

)
, α+ β ̸= π

2
, 且 sin β = sinα cos(α+ β).

(1) 用 tanα 表示 tan β;

(2) 求 tan β 的最大值.
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解. (1) 由 sin β = sinα cosα cos β − sin2 α sin β, 得

sin β(1 + sin2 α) = sinα cosα cos β,

故

tan β =
sinα cosα

1 + sin2 α
=

sinα cosα

2 sin2 α+ cos2 α
=

tanα

2 tan2 α+ 1
.

(2) 令 x = tanα (x > 0), 则 y = tanβ =
x

2x2 + 1
, 即 2yx2 − x+ y = 0. 因此判别式

非负, 即 1− 8y2 ≥ 0 且 y > 0, 解得 0 < y ≤
√
2

4
.

例例例37 已知 f(x) = (sin x + 4 sin θ + 4)2 + (cosx− 5 cos θ)2 的最小值为 g(θ), 求g(θ)

的最大值.

解. 方法一. 因

f(x) = 8(1 + sin θ) sin x− 10 cos θ cos x− 9 sin2 θ + 32 sin θ + 42

=
√

64(1 + sin θ)2 + 100 cos2 θ sin(x+ ψ)− 9 sin2 θ + 32 sin θ + 42,

故

g(θ) = −
√

64(1 + sin θ)2 + 100 cos2 θ − 9 sin2 θ + 32 sin θ + 42

= −2
√
−9 sin2 θ + 32 sin θ + 41− 9 sin2 θ + 32 sin θ + 42.

令 t =
√

−9 sin2 θ + 32 sin θ + 41, 则 t ∈ [0, 8], g(θ) = t2 − 2t+ 1 = (t− 1)2, 故

g(θ)max = (8− 1)2 = 49.

方法二. 在直角坐标系中, 令 A(cosx, 4 + sinx), B(5 cos θ,−4 sin θ), 则

|AB|2 = (cosx− 5 cos θ)2 + (sin x+ 4 sin θ + 4)2 = f(x).

点 A 在圆 x2 + (y − 4)2 = 1 上运动, 点 B 在椭圆
x2

25
+
y2

16
= 1 上运动, 对于椭圆上

任一点 B, g(θ) 为 B 到圆心 C(0, 4) 的距离减 1 再平方, 即

g(θ) =
(√

(5 cos θ)2 + (4 sin θ + 4)2 − 1
)2

.

而椭圆
x2

25
+
y2

16
= 1 在圆 x2 + (y − 4)2 = 64 内, 即 C(0, 4) 到椭圆

x2

25
+
y2

16
= 1 的

距离最大值为 8, 于是 g(θ) ≤ (8− 1)2 = 49, g(θ)max = 49.

当 x = −π
2
, θ =

π

2
时 g(θ) 取得最大值.

例例例38 (前面已有, 此处去掉) 求 f(x) = 2− 2a cosx− sin2 x 的最值, 其中 a 为参数.
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解. 首先有 f(x) = cos2 x− 2a cosx+ 1 = (cosx− a)2 + 1− a2.

令 t = cos x, f(x)
△
= g(t) = (t− a)2 + 1− a2, t ∈ [−1, 1].

(1) a < −1 时, g(t) 在 [−1, 1] 上递增, 故 f(x) 的最大值 M = g(1) = 2− 2a, 最小值

m = g(−1) = 2 + 2a.

(2) −1 ≤ a < 0 时, g(t) 在 [−1, a] 上递减, 在 [a, 1] 上递增, 故 M = g(1) = 2 − 2a,

m = g(a) = 1− a2.

(3) 0 ≤ a < 1 时, g(t) 在 [−1, a] 上递减, 在 [a, 1] 上递增, 故 M = g(−1) = 2 + 2a,

m = g(a) = 1− a2.

(4) a ≥ 1 时, g(t) 在 [−1, 1] 上递减, 故 M = g(−1) = 2 + 2a, m = g(1) = 2− 2a.

综上, f(x) 的最大值为

M =

{
2− 2a, a < 0,
2 + 2a, a ≥ 0,

最小值为

m =


2 + 2a, a < −1,
1− a2, −1 ≤ a < 1,
2− 2a, a ≥ 1,

例例例39 若 {x ∈ R
∣∣ cos2 x+ sin x+m = 0} ≠ ∅, 求 m 的范围.

解. 问题相当于求

m = − cos2 x− sin x =
(
sinx− 1

2

)2

− 5

4

的值域, 因此 m 的范围是
[
− 5

4
, 1
]
.

例例例40 已知不等式
√
2(2a + 3) cos

(
θ − π

4

)
+

6

sin θ + cos θ
− 2 sin 2θ < 3a + 6 对于

θ ∈
[
0,
π

2

]
恒成立, 求 a 的范围.

解. 设 sin θ + cos θ = x, 则 cos
(
θ − π

4

)
=

x√
2
, sin 2θ = x2 − 1, 原不等式即

(2x− 3)
(
x+

2

x
− a

)
> 0.

因 x ∈ [1,
√
2], 故 a > max

x∈[1,
√
2]

(
x+

2

x

)
= 3.

例例例41 已知f(x) = −1

2
+

sin
5

2
x

sin
1

2
x
(0 < x < π)

(1) 将 f(x) 表示成关于 cos x 的多项式;
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(2) 求 f(x) 的取值范围;

(3) 若 f(x) = k(cosx− 2), 其中 cosx 有两个不同的符号, 求 k 的取值范围.

解. (1)

f(x) =
sin

5

2
x− sin

x

2

sin
1

2
x

+
1

2
=

2 cos
3

2
x sinx

sin
1

2
x

+
1

2

= 4 cos
3

2
x cos

x

2
+

1

2
= 4 cos2 x+ 2 cosx− 3

2

= 4
(
cosx+

1

4

)2

− 7

4
.

(2) f(x) ∈
[
− 7

4
,
9

2

]
.

(3) 4 cos2 x + 2 cosx − 3

2
= k(cosx − 2). 令 t = cos x, t ∈ [−1, 1], 则 g(t) =

4t2 + (2− k)t+ 2k − 3

2
, 由一个根在 [−1, 0) 上, 另一个根在 (0, 1] 上, 可得

g(−1) ≥ 0
g(0) < 0
g(1) ≥ 0

=⇒ −1

6
≤ k <

3

4
.

例例例42 设 0 ≤ θ ≤ π

2
, 求使不等式 sin2 θ+3m cos θ− 6m− 4 < 0恒成立的 m的范围.

解. 分离变量知应要求 3m >
3 + cos2 θ

cos θ − 2
对任意的 θ ∈

[
0,
π

2

]
恒成立, 所以

3m > max

θ∈
[
0,
π

2

] 3 + cos2 θ

cos θ − 2
.

令 cos θ − 2 = t, 其中 −2 ≤ t ≤ −1, 则 U =
3 + cos2 θ

cos θ − 2
=

3 + (t+ 3)2

t
= t+

7

t
+ 4.

当 t = −2 时, 有 Umax = −2 +
(
− 7

2

)
+ 4 = −3

2
. 所以 3m > −3

2
, 即 m > −1

2
.

例例例43 求实数 a 的范围, 使得对任意实数 x 和任意 θ ∈
[
0,
π

2

]
, 恒有

(x+ 3 + 2 sin θ cos θ)2 + (x+ a sin θ + a cos θ)2 ≥ 1

8
.

解. 方法一. 利用

√
a2 + b2

2
≥ a+ b

2
, a2 + b2 ≥ 2

(a+ b

2

)2

得

(x+ 3 + 2 sin θ cos θ)2 + (x+ a sin θ + a cos θ)2

=(x+ 3 + 2 sin θ cos θ)2 + (−x− a sin θ − a cos θ)2

≥2
(x+ 3 + 2 sin θ cos θ − x− a sin θ − a cos θ

2

)2

=
1

2
(3 + 2 sin θ cos θ − a cos θ − a sin θ)2.
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要使 (x+ 3 + 2 sin θ cos θ)2 + (x+ a sin θ + a cos θ)2 ≥ 1

8
恒成立, 只需要

(3 + 2 sin θ cos θ − a cos θ − a sin θ)2 ≥ 1

4
,

即

a ≥
3 + 2 sin θ cos θ +

1

2
sin θ + cos θ

或 a ≤
3 + 2 sin θ cos θ − 1

2
sin θ + cos θ

.

令 t = sin θ + cos θ, 则 t ∈ [1,
√
2]. 因为 sin θ cos θ =

t2 − 1

2
, 所以

a ≥ max

θ∈
[
0,
π

2

] 3 + 2 sin θ cos θ +
1

2
sin θ + cos θ

= max
t∈[1,

√
2]

(
t+

5

2t

)
= 1 +

5

2
=

7

2
,

或

a ≤ min

θ∈
[
0,
π

2

] 3 + 2 sin θ cos θ − 1

2
sin θ + cos θ

= min
t∈[1,

√
2]

(
t+

3

2t

)
= 2

√
3

2
=

√
6.

综上, a ≥ 7

2
或 a ≤

√
6.

方法二. 原不等式对任意实数 x 和任意 θ ∈
[
0,
π

2

]
恒成立

⇐⇒ 点 P (−3− 2 sin θ cos θ,−a sin θ − a cos θ) 与点 Q(x, x) 的距离平方≥ 1

8

⇐⇒ 点 P 与点 Q 的距离的最小值的平方≥ 1

8

⇐⇒ 点 P 到直线 x− y = 0 的距离的平方 ≥ 1

8

⇐⇒
( | − 3− 2 sin θ cos θ + a sin θ + a cos θ|√

1 + 1

)2

≥ 1

8
. 后面与方法一相同.

例例例44 设 α, β ∈
(
0,
π

2

)
, 求证:

1

cos2 α
+

1

sin2 α sin2 β cos2 β
≥ 9.

解. 由均值不等式, 得

左边 =
1

cos2 α
+

4

sin2 α sin2 2β
≥ 1

cos2 α
+

4

sin2 α

= tan2 α+ 1 + 4(cot2 α+ 1) = 5 + tan2 α+ 4 cot2 α ≥ 9,

当且仅当 tan2 α = 2, sin2 2β = 1 时取等号.

例例例45 设 x ∈ R, 0 < x < π, 证明对所有自然数 n, 有

sin x+
sin 3x

3
+

sin 5x

5
+ · · ·+ sin(2n− 1)x

2n− 1
> 0.
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解. 记

f(x) = sinx+
sin 3x

3
+ · · ·+ sin(2n− 1)x

2n− 1
.

利用 2 sin x sin(2k − 1)x = cos(2k − 2)x− cos 2kx, 可得

2f(x) sin x

=1− cos 2x+
cos 2x− cos 4x

3
+ · · ·+ cos(2n− 2)x− cos 2nx

2n− 1

=1−
(
1−1

3

)
cos 2x−

(1
3
−1

5

)
cos 4x− · · · −

( 1

2n−3
− 1

2n−1

)
cos(2n−2)x− cos 2nx

2n− 1

≥1−
(
1− 1

3

)
−

(1
3
− 1

5

)
− (

1

5
− 1

7

)
− · · · − (

1

2n− 3
− 1

2n− 1

)
− 1

2n− 1
= 0.

若等号成立, 则对每个 k ∈ {1, 2, · · · , n} 都有 cos 2kx = 1.

但因 0 < x < π, 故 cos 2x ̸= 1, 于是 f(x) sin x > 0, 进而 f(x) > 0.



76 第三章 初等函数



第四章 复数

§ 4.1 复数的概念

定定定义义义1 (域) 设 F 是一个非空集合, s, p : F× F → F 是 F 上的两个二元运算; 对任

意的 x, y ∈ F, 记 s(x, y) = x+ y, p(x, y) = x · y; 分别称 s, p 为加法和乘法; 如果加法和

乘法满足下面的九条性质:

(1) 加法结合律: 对任意的 z1, z2, z3 ∈ F, 都有

z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3;

(2) 存在加法单位元: 存在 c0 ∈ F, 使得对任意的 z ∈ F, 都有

z + c0 = c0 + z = z;

(3) 每个元素都有加法逆元: 对任意的 z ∈ F, 存在 w ∈ F, 使得

z + w = w + z = c0;

(4) 加法交换律: 对任意的 z1, z2 ∈ F, 都有

z1 + z2 = z2 + z1;

(5) 乘法结合律: 对任意的 z1, z2, z3 ∈ F, 都有

z1 · (z2 · z3) = (z1 · z2) · z3;

(6) 存在乘法单位元: 存在 c1 ∈ F, 使得对任意的 z ∈ F, 都有

z · c1 = c1 · z = z;

(7) 每个非零元素有乘法逆元: 对任意的 z ∈ F \ {c0}, 存在 w ∈ F, 使得

z · w = w · z = c1;

(8) 乘法交换律: 对任意的 z1, z2 ∈ F, 都有

z1 · z2 = z2 · z1;

77
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(9) 乘法对加法有左、右分配律: 对任意的 z1, z2, z3 ∈ F, 都有

z1 · (z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3; (z2 + z3) · z1 = z2 · z1 + z3 · z1;

则称有序 3-元组 (F,+, · ) 是一个域.

可以证明, 在一个域中, 满足条件 (2) 的 c0 是唯一的; 满足条件 (6) 的 c1 也是唯一

的; 称 c0 为域 F 的零元, 称 c1 为域 F 的单位元. 而且, 若域中至少有两个元素, 那么零

元和单位元必定是不同的元素.

还可以证明: 对每个元素 z ∈ F, 使得 z + w = w + z = c0 成立的元素 w ∈ F 是

唯一的, 称 w 为 z 的加法逆元, z 的加法逆元记为 −z; 对每个元素 z ∈ F \ {c0}, 使得

z · w = w · z = c1 成立的元素 w 也是唯一的, 称 w 为 z 的乘法逆元, z 的乘法逆元记为

z−1 或
1

z
.

在域中可以定义减法和除法作为加法和乘法的逆运算:

减法定义为: z1 − z2 = z1 + (−z2);

除法定义为:
z1
z2

= z1 · z−1
2 , 其中 z2 ̸= 0.

加法、减法、乘法、除法统称为四则运算.

例例例1 用“ + ”“ · ”分别表示通常的实数的加法和乘法. 根据域的定义, (R,+, · )

是域, (Q,+, · ) 是域. 若记 Q(
√
2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}, 则 (Q(

√
2),+, · ) 也是域. 若设

F = {0, 1}, 并在 F 上规定加法和乘法如下:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0;

0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1;

则 ({0, 1},+, · ) 也是域.

定定定理理理1 考虑全部的实数有序对所构成的集合

C = {(a, b) | a, b ∈ R},

在集合 C 上定义加法和乘法运算如下:

加法: (a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

乘法: (a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

那么, (C,+, · ) 是一个域.



§ 4.1 复数的概念 79

证明. 根据 C 中的加法和乘法的定义, 可以直接验证加法的结合律和交换律, 乘法

结合律和交换律,以及乘法对加法的左、右分配律.还可以直接验证 (0, 0)是零元, (1, 0)

是单位元. 若 (a, b) ∈ C, 则

(−a,−b) + (a, b) = (a, b) + (−a,−b) = (0, 0);

若 (a, b) ∈ C\{0}, 则

(
a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

) · (a, b) = (a, b) · ( a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

) = (1, 0).

故 C 中每个元素均有加法逆元, 每个非零元的元素均有乘法逆元; 所以 (C,+, · ) 是一

个域.

定定定义义义2 (复数域, 复数) 称 (C,+, · ) 为复数域, 其中的元素称为复数.

定定定理理理2 考虑 C 的子集 E = {(a, 0) | a ∈ R}. 设

φ : R → E, x 7→ (x, 0),

则

(1) φ(a1 + a2) = φ(a1) + φ(a2);

(2) φ(a1 · a2) = φ(a1) · φ(a2);

(3) φ 是双射.

这个定理的证明是直接的. 定理的意义在于说明 R 和 C 的子集 E 不但有同样多的

元素, 而且从 R 到 E 的双射 φ, 保持了 R 中的加法运算和 E 中的加法运算的一致性, 保

持了 R 中的乘法运算和 E 中的乘法运算的一致性. 非但如此, φ 还把 R 中的零元和单

位元分别映射为 C 中的零元和单位元. 因此从代数上看, R 和 E 是完全相同的. 在这个

意义上, 可以把 R 和 E 看成是一样的, 就是说, R 不仅可以看成是 C 的子集, 而且可以

看成是 C 的子域.

从现在开始, 就把实数 a 和复数 (a, 0) 等同起来看待, 即有 a = (a, 0), 特别地,

0 = (0, 0), 1 = (1, 0).

定定定理理理3 (复数的表示) 记 i = (0, 1), 则对任意的 a, b ∈ R, 有

(1) i · i = (−1, 0); 　　
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(2) (a, 0) · i = (0, a); 　

(3) (a, b) = (a, 0) + (b, 0) · i.

由此以及前面的约定 a = (a, 0), 0 = (0, 0), 1 = (1, 0), 就有 i2 = −1, 并把复数 (a, b)

用 a + b i 来表示. 如果没有特别指出, 以后说 “复数 a + b i”, 总是暗指其中的 a, b 都是

实数.

任意复数 z 都可唯一地表示为 a + b i 的形式, 这种表示形式称为复数 z 的代数式.

复数的四则运算用下面的代数式来表示, 似乎更合乎我们的习惯:

(a1 + b1 i) + (a2 + b2 i) = (a1 + a2) + (b1 + b2) i;

(a1 + b1 i)− (a2 + b2 i) = (a1 − a2) + (b1 − b2) i;

(a1 + b1 i) · (a2 + b2 i) = (a1a2 − b1b2) + (b1a2 + a1b2) i;

a1 + b1 i

a2 + b2 i
=
a1a2 + b1b2
a22 + b22

+
b1a2 − a1b2
a22 + b22

i (其中 a22 + b22 ̸= 0 ).

因为 C 作为域所具有的代数运算规律与实数域上的代数运算规律是一样的, 因此

实数域上绝大多数的代数恒等式在复数域上也是成立的, 比如二项式定理. 而每个复数

a + b i 又可看成复数 a, 复数 b, 复数 i 的代数运算结果, 因此复数的代数运算本质上就

是实数 a, b 和 i 的代数运算结果. 这么看来, 复数的四则运算与实数基本上是一样的, 只

要把 i 看成是一个参与运算的字母, 并牢记 i2 = −1, 在遇到到 i2 时, 把它换成 −1 即可.

例例例2 计算
(1
2
+

√
3

2
i
)2

,
(1
2
+

√
3

2
i
)3

.

解.
(1
2
+

√
3

2
i
)2

=
(1 +√

3 i

2

)2

=
(1 +

√
3 i)2

4

=
−2 + 2

√
3 i

4
= −1

2
+

√
3

2
i.(1

2
+

√
3

2
i
)3

=
1

8
+ 3 · 1

4
·
√
3 i

2
+ 3 · 1

2
·
(√3 i

2

)2

+
(√3 i

2

)3

=
1

8
+

3
√
3 i

8
+

−9

8
+

−3
√
3 i

8
= −1.

定定定义义义3 称复数 i = (0, 1)为虚数单位. 对于复数 z = a + b i, 称 a 为 z 的实部, 记为

a = Re(z);称 b为 z 的虚部,记为 b = Im(z). 若 Im(z) = 0,则称 z 为实数;若 Im(z) ̸= 0,

则称 z 为虚数; 若 Im(z) ̸= 0 且 Re(z) = 0, 则称 z 为纯虚数.
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§ 4.2 复数的性质

从复数集 C 的定义立即可以看到, C 中的元素就是平面直角坐标的点的坐标, 因此,

复数集 C 与坐标平面中的点之间存在着自然的双射: a+ b i 7→ P (a, b). 这个双射意味着

每个复数可以确定坐标平面中唯一的一个点, 而坐标平面中的每个点则可以用唯一的一

个复数来表示. 我们把这个用复数来表示其中的点的坐标平面称为复平面, 同样也用 C

来表示. 把复平面 Oxy 中的 x 轴称为实轴, 把 y 轴称为虚轴.

另一方面, 复平面上的点, 都唯一地确定了一个平面向量: P (a, b) 7→ v⃗, 其中 v⃗ 是由

以复平面的原点为起点并且以 P (a, b) 为终点的有向线段所确定的平面向量. 从这个意

义上说, a+ b i 7→ v⃗ 也是一个双射, 这是一个从复数域到平面向量空间的双射. 这个双射

的有一个明显的好处, 那就是, 复数的加法对应着平面向量的加法; 实数与复数的乘积对

应着向量的数乘; 因此可以从代数上 (而不仅仅是从集合上) 把复数域看成平面向量空

间, 把复数作为平面向量来看.

定定定义义义1 (共轭和模) 若 a, b ∈ R, 则

(1) 称 a− b i 为 a+ b i 的共轭, 记为 a+ b i.

(2) 称
√
a2 + b2 为 a+ b i 的模 (或绝对值, 或长度), 记为 |a+ b i|.

定定定理理理1 (共轭和模的性质) 　

(1) 对任意的 z ∈ C, z + z = 2Re(z), z − z = 2 i Im(z).

(2) 对任意的 z ∈ C, (z) = z, |z| = |z|, |z|2 = zz. |Re(z)| ≤ |z|, |Im(z)| ≤ |z|.

(3) 对任意的 z ∈ C, z 是实数的充要条件是 z = z.

(4) 对任意的 z ∈ C \ {0}, z 是纯虚数的充要条件是 z = −z.

(5) 对任意的 z1, z2 ∈ C, z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2.

(6) 对任意的 z1, z2 ∈ C, 若 z2 ̸= 0, 则
(z1
z2

)
=
z1
z2
.

(7) 对任意的 z ∈ C, |z| ≥ 0; 并且, |z| = 0 的充要条件是 z = 0.

(8) 对任意的 z1, z2 ∈ C, |z1 ± z2| ≤ |z1|+ |z2|,
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ≤ |z1 − z2|.

(9) 对任意的 z1, z2 ∈ C, |z1 · z2| = |z1| · |z2|; 若 z2 ̸= 0, 则
∣∣∣z1
z2

∣∣∣ = |z1|
|z2|

.
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证明. 结论 (1), (2), (3), (4), (7) 显然成立. (5)中的第一个结论也是显然成立的.

设 z1 = a+ b i, z2 = c+ d i, 则

z1 · z2 = (a+ b i) · (c+ d i) = (ac− bd) + (ad+ bc) i

= (ac− bd)− (ad+ bc) i = (a− b i) · (c− d i)

= a+ b i · c+ d i = z1 · z2.

当 z2 ̸= 0 时, 由
(z1
z2

)
· z2 =

z1
z2

· z2 = z1, 知
(z1
z2

)
=
z1
z2
. 所以结论 (5), (6) 成立. 因为

|z1 · z2|2 = (z1 · z2)z1 · z2 = (z1 · z2)(z1 · z2)

= (z1z1)(z2z2) = |z1|2|z2|2 = (|z1| · |z2|)2,

故有 |z1 · z2| = |z1| · |z2|. 若 z2 ̸= 0, 则
∣∣∣z1
z2

∣∣∣ · |z2| = ∣∣∣z1
z2

· z2
∣∣∣ = |z1|, 故

∣∣∣z1
z2

∣∣∣ = |z1|
|z2|

. 因此结

论 (9) 成立. 最后来证 (8). 因为

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)z1 + z2 = (z1 + z2)(z1 + z2)

= z1z1 + z1z2 + z1z2 + z2z2 = |z1|2 + z1z2 + z1z2 + |z2|2

= |z1|2 + 2Re(z1z2) + |z2|2 ≤ |z1|2 + 2|z1z2|+ |z2|2

= |z1|2 + 2|z1| · |z2|+ |z2|2 = |z1|2 + 2|z1| · |z2|+ |z2|2

= (|z1|+ |z2|)2,

故有 |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|. 由 |z1| ≤ |z1 − z2|+ |z2|, 得 |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|. 交换 z1, z2

得 |z2| − |z1| ≤ |z2 − z1| = |z1 − z2|. 所以
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ≤ |z1 − z2|.

问问问题题题18 不等式 |Re(z)| ≤ |z|, |Im(z)| ≤ |z|, |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, |z1 − z2| ≤

|z1|+ |z2|,
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ ≤ |z1 − z2| 中, 等号成立的充要条件分别是什么?

例例例1 设复数 α 满足 |α| < 1, 证明: 对任意的复数 z, 若 |z| < 1, 则
|z − α|
|1− αz|

< 1.

解. 只需证 |z − α| < |1− αz|, 即 |z − α|2 < |1− αz|2. 事实上,

|1− αz|2 − |z − α|2 = (1− αz)(1− αz)− (z − α)(z − α)

= (1− αz)(1− αz)− (z − α)(z − α)

= (1− αz − αz + |αz|2)− (|z|2 + |α|2 − αz − αz)

= 1− |z|2 − |α|2 + |α|2|z|2
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= (1− |α|2)(1− |z|2) > 0.

定定定义义义2 (辐角) 设 z 是非零复数, 它在坐标平面上所确定的点为 P .

(1) z 的辐角是指以 x 轴正半轴为始边, 以射线 OP 为终边的有向角 (的大小).

(2) 用 Argz 表示 z 的所有的辐角所构成的集合.

(3) 非零复数 z 的满足 0 ≤ θ < 2π 的辐角称做 z 的辐角的主值, 记做 arg z.

注 1. 每个非零复数都有辐角. 但凡说到辐角, 必然是非零复数的辐角.

注 2. 若 θ 是 z 的一个辐角, 则对任意的 k ∈ Z, θ + 2kπ 都是 z 的辐角, 因此 z 总

有无穷多个辐角.

注 3. z的任意两个辐角的差必然是 2π的整数倍,所以 Argz = {arg z+2kπ : k ∈ Z}.

注 4. 对任意非零复数 z, arg z 是唯一确定的, 并且 arg : C \ {0} → [0, 2π) 是满射.

注 5. 规定辐角的主值区间 [0, 2π) 不是绝对的, 实际上, 任意指定一个长度为 2π 半

开半闭区间作为主值区间都是可以的, 例如 (−π,π].

为方便计, 对于形如 {θ + 2kπ : k ∈ Z} 的集合

A = {α+ 2kπ : k ∈ Z}, B = {β + 2kπ : k ∈ Z},

我们约定

A+B = {α+ β + 2kπ : k ∈ Z},

A−B = {α− β + 2kπ : k ∈ Z},

−A = {−α+ 2kπ : k ∈ Z}.

设 |z| = r > 0, θ 是 z 的一个辐角, 则 Re(z) = r cos θ, Im(z) = r sin θ, 因此有

z = r(cos θ + i sin θ).

上式称为 z 的一个三角式. 注意复数的三角式不是唯一的, 其中 θ 可以差 2π 的整数倍.

例例例2 求 arg(1− 2 i).

解. 因 1− 2 i =
√
5
( 1√

5
+

−2√
5
i
)
, 故 arg(1− 2 i) = − arcsin

2√
5
+ 2π.

例例例3 设 z = 1− cosα+ i sinα, 其中 0 < α < 2π. 求 |z| 和 Argz.
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解. 由 0 < α < 2π 知 Re(z) ̸= 0, 故 z ̸= 0. 由倍角公式得

z = 1− cosα+ i sinα = 2 sin2 α

2
+ 2i sin

α

2
cos

α

2

= 2 sin
α

2

(
sin

α

2
+ i cos

α

2

)
= 2 sin

α

2

(
sin

(π
2
− α

2

)
+ i cos

(π
2
− α

2

))
.

所以 |z| = 2 sin
α

2
, Argz =

{π
2
− α

2
+ 2kπ : k ∈ Z

}
.

定定定理理理2 (辐角的性质) 　

(1) 若 z ∈ C \ {0}, 则 Argz = −Argz.

(2) 若 z1, z2 ∈ C\{0}, 则

Arg(z1 · z2) = Argz1 +Argz2, Arg
(z1
z2

)
= Argz1 − Argz2.

(3) (De Moivre 公式) 若 θ ∈ R, n ∈ Z, 则

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ.

证明. 设 z1 = r(cosα+ i sinα), z2 = s(cosβ + i sin β), 都是非零复数, 则

z1 · z2 = rs(cosα+ i sinα)(cos β + i sin β)

= rs((cosα cos β − sinα sin β) + i (sinα cos β + cosα sin β))

= rs(cos(α+ β) + i sin(α+ β)),

故 α+ β 是 z1 · z2 的一个辐角, 因此

Arg(z1 · z2) = {α+ β + 2kπ : k ∈ Z}

= {α+ 2kπ : k ∈ Z}+ {β + 2kπ : k ∈ Z}

= Arg(z1) + Arg(z2).

例例例4 证明: arctan
11

2
= 3 arctan

1

2
.

解. 设 z = 2+i,则 arg z = arctan
1

2
, z3 = (2+ i)3 = 2+11 i,故 arg(z3) = arctan

11

2
.

因

Arg(z3) = Arg(z) + Arg(z) + Arg(z) = {3 arctan 1

2
+ 2kπ | k ∈ Z},

故存在 k ∈ Z, 使得 arctan
11

2
= 3 arctan

1

2
+ 2kπ. 因 0 < 3 arctan

1

2
+ 2kπ <

π

2
, 故

−3π

2
< −3 arctan

1

2
< 2kπ <

π

2
− 3 arctan

1

2
<

π

2
,

因此有 k = 0. 所以 arctan
11

2
= 3 arctan

1

2
.
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例例例5 证明 (Vieta 恒等式):

cos(nθ) =
n∑

k=0

(
n

k

)
cosn−k θ sink θ cos

kπ

2
,

sin(nθ) =
n∑

k=0

(
n

k

)
cosn−k θ sink θ sin

kπ

2
.

解. 根据 De Moivre 公式和二项式定理, 有

cosnθ + i sinnθ = (cos θ + i sin θ)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ik cosn−k θ sink θ.

因

ik = (cos
π

2
+ i sin

π

2
)k = cos

kπ

2
+ i sin

kπ

2
,

故

cosnθ = Re((cos θ + i sin θ)n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
cosn−k θ sink θ cos

kπ

2
,

sinnθ = Im((cos θ + i sin θ)n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
cosn−k θ sink θ sin

kπ

2
.

复数也有乘方和的方根概念. 若复数 z, w 满足 wn = z, 则称 z 是 w 的 n 次方, 称

w 是 n 的 n 次方根.

定定定理理理3 设 z = r(cos θ + i sin θ), 其中 r > 0, 则 z 的 n 次方根恰有 n 个 (n 为正整

数), 它们是

wk = r
1
n

(
cos

( θ
n
+

2kπ

n

)
+ i sin

( θ
n
+

2kπ

n

))
, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

据此定理可看出, 对任意的正整数 n, 任意复数总可以在复数域内开 n 次方, 也就是

说, 复数域 C 对开 n 次方这种运算是封闭的, 而实数域 R 则不一定是封闭的.

从 n 次方根的表达式可以看出, 当整数 n ≥ 2 时, 在复平面上, 这些 wk 都分布在以

原点为中心, 以 r
1
n 为半径的圆周上, 并且它们恰好把圆周 n 等分.

仍用乘法的性质以及 De Moivre 公式, 可以看出

wk = r
1
n

(
cos

θ

n
+ i sin

θ

n

)
·
(
cos

2π

n
+ i sin

2π

n

)k

, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

如果令

ωk =
(
cos

2π

n
+ i sin

2π

n

)k

,
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则 z = r(cos θ + i sin θ) 的 n 次方根可以写成

wk = r
1
n

(
cos

θ

n
+ i sin

θ

n

)
· ωk, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1.

因这些 ωk (k = 0, 1, 2, · · · , n− 1) 恰好是 1 的所有的 n 次方根, 我们把它们称作 n 次单

位根. 除 ω0 = 1 之外, 其余的单位根 ω1, ω2, · · · , ωn−1 恰好是方程

zn−1 + zn−2 + · · ·+ z + 1 = 0

的 n− 1 个根, 因此多项式 zn−1 + zn−2 + · · ·+ z + 1 也称为分圆多项式.

例例例6 若复数 z 满足 z3 = 8, 求 z2 + 2z + 3 的值.

解. 因
(z
2

)3

= 1, 故 z = 2ω (其中 ω 是 3 次单位根). 所以

z2 + 2z + 3 = (2ω)2 + 2(2ω) + 3 = 4(ω2 + ω + 1)− 1 = −1.

例例例7 若 α2 + αβ + β2 = 0 且 α, β ̸= 0, 求
( α

α+ β

)2011

+
( β

α+ β

)2011

.

解. 由
(α
β

)2

+
α

β
+1 = 0 以及

(β
α

)2

+
β

α
+1 = 0, 可知

α

β
和

β

α
都满足方程 z3 = 1.

由 α(α+ β) = −β2 ̸= 0, 知 α+ β ̸= 0. 所以有

α

α+ β
= −β

α
,

β

α+ β
= −α

β
,

故 ( α

α+ β

)2011

+
( β

α+ β

)2011

=
(
− β

α

)2011

+
(
− α

β

)2011

= −
((β

α

)2011

+
(α
β

)2011)
= −

((β
α

)3×670+1

+
(α
β

)3×670+1)
= −

(β
α
+
α

β

)
= −α

2 + β2

αβ
= 1.

§ 4.3 复数的几何应用

复平面中的点都是复数. 点 z1, z2 之间的距离为 |z1 − z2|.

设 z1, z2, z3 是复平面中三个 (不同的) 点, 根据三角不等式, 有

|z1 − z3| ≤ |z1 − z2|+ |z2 − z3|, |z1 − z3| ≥
∣∣|z1 − z2| − |z2 − z3|

∣∣.
对于 z1, z2, z3 不共线的情形, 上面两个不等号是严格的. 它们所表明的几何意义是: 三

角形的两边之和大于第三边, 两边之差小于第三边.
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例例例1 证明 (平行四边形公式): |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2|z1|2 + 2|z2|2.

解. 直接验证,

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) + (z1 − z2)(z1 − z2)

= 2z1z1 + 2z2z2 = 2|z1|2 + 2|z2|2.

从复数的定义就可以知道, 复数的加法与向量相同, 也满足平行四边形法则 (或是三

角形法则); 用一个实数去乘一个复数, 则相当于向量的数乘; 因此, 复数加法, 以及用实

数去乘复数, 在几何上的意义与向量完全相同.

复数的共轭可以看成是复数的一元运算, 每个复数都可以经过这个共轭运算变成一

个新的复数. 这就是说, 每个复数, 作为复平面上的点, 经过共轭运算之后变成一个新的

点. 因此, 我们可以把共轭运算 z 7→ z 看成是复平面到复平面的一个双射, 这个映射就

是熟知的反射变换 (或者叫做直线对称变换).

类似地, 若 a ̸= 0, 则 f : C → C, f(z) = az+ b 也是双射, 因此也是复平面上的变换.

但 f(z) =
1

z
却不是 C 上的变换. 我们添加一个无穷远点 ∞, 并把 C = C ∪ {∞}

称为扩充复平面 (相当于一个通常的球面). 那么, 对 f(z) =
1

z
补充定义 f(0) = ∞,

f(∞) = 0 后, 就可以认为是扩充复平面 C 上的变换. 例如, 映射 f : C → C, z 7→ 1

z
所确

定的变换就是一个反演变换.

从平面向量的角度就可以看出, 对于给定的复数 b, 映射

Tb : C → C, z 7→ z + b

是平面上的一个平移变换 (当 b = 0 时是恒同映射). 如果 c 是非零实数, 那么映射

Hc : C → C, z 7→ cz

就是平面上的一个位似变换, 其位似中心为原点.

由复数运算的性质知, 任意的非零复数 z1, z2 的乘积 z1z2 的模等于 z1, z2 的模的乘

积, 乘积 z1z2 的辐角等于 z1, z2 的辐角之和; 而 z1, z2 的商
z1
z2
的模等于 z1, z2 的模的商,

商
z1
z2
的辐角等于 z1, z2 的辐角之差.

设 d = cos θ+i sin θ (其中 0 ≤ θ < 2π). 由 |d · z| = |d| · |z|, Arg(d · z) = Argd+Argz
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知, 映射

Rθ : C → C, z 7→ (cos θ + i sin θ)z

是以原点为中心的旋转变换, 旋转角为 θ.

设 a = r(cos θ + i sin θ) (其中 0 ≤ θ < 2π, r > 0), 则映射

La : C → C, z 7→ a z

满足 La = Hr ◦Rθ = Rθ ◦Hr, 因此 La 就是以原点为中心的旋转位似 (或称位似旋转).

综上所述可知, 前面给出的映射 f : C → C, z 7→ az + b 就是 La 与 Tb 的复合变换

f = Tb ◦ La. 再加上最前面所讨论的关于 x 轴的反射变换 F : C → C, z 7→ z, 就能得到

中学所学的所有的初等几何变换.

例例例2 设 A,B 为平面内两个定点, C 为平面内不同于 A,B 的动点, 作正方形 ACDE

和正方形 CBFG (字母都是逆时针方向排列), 证明: 线段 EF 的中点 M 的为平面上的

一个定点.

解. 设点 A,B,C,E, F,M 分别表示复数 zA, zB, zC , zE, zF , zM , 则

zE = zA + (zC − zA) i, zF = zB + (zC − zB)(− i).

故 zM =
zA + zB

2
+
zB − zA

2
i, 所以 M 为定点.

定定定义义义1 (交比) 设 z1, z2, z3, z4 是复平面上的四个点, 称

[z1, z2; z3, z4] =
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

为 z1, z2, z3, z4 的交比.

交比是射影几何中的重要概念. 直接验证可知 f : C → C, z 7→ az + b 总是保持交比

不变的, 即对任意的四个点 z1, z2, z3, z4, 总有

[z1, z2; z3, z4] = [f(z1), f(z2); f(z3), f(z4)].

例例例3 设 z1, z2, z3, z4 是复平面上的四个点, 则

(1) z1, z2, z3, z4 共线 ⇐⇒ 交比 [z1, z2, z3, z4] 和
z1 − z3
z2 − z3

都是实数.

(2) z1, z2, z3, z4 共圆 ⇐⇒ 交比 [z1, z2, z3, z4] 为实数且
z1 − z3
z2 − z3

为虚数.

解. 只证明充分性, 必要性的证明留作习题.
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(1) 当交比 [z1, z2, z3, z4] 和
z1 − z3
z2 − z3

都是实数时,

Arg(z1 − z3)− Arg(z2 − z3) = Arg
z1 − z3
z2 − z3

= {kπ | k ∈ Z}.

故 arg(z1 − z3)− arg(z2 − z3) = kπ . 而

−2π < arg(z1 − z3)− arg(z2 − z3) < 2π,

故 arg(z1 − z3)− arg(z2 − z3) = ±π 或 0, 因此 z1, z2, z3 共线.

当交比 [z1, z2, z3, z4] 和
z1 − z3
z2 − z3

都是实数时,
z1 − z4
z2 − z4

也为实数, 因此也有 z1, z2, z4 共

线; 所以 z1, z2, z3, z4 四点共线.

(2) 交比 [z1, z2, z3, z4] 为实数且
z1 − z3
z2 − z3

为虚数时,
z1 − z3
z2 − z3

也为虚数. 故
z1 − z3
z2 − z3

和

z1 − z4
z2 − z4

的辐角都不是 kπ. 而

Arg
z1 − z3
z2 − z3

− Arg
z1 − z4
z2 − z4

= Arg(
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

) = kπ.

与 (1) 中同样地讨论可知 arg
z1 − z3
z2 − z3

− arg
z1 − z4
z2 − z4

= ±π 或 0.

若 arg
z1 − z3
z2 − z3

− arg
z1 − z4
z2 − z4

= 0, 则 z3, z4 在 z1, z2 所确定的直线的同侧, 且对 z1, z2

所张的角相同, 故 z1, z2, z3, z4 是共圆的.

若 arg
z1 − z3
z2 − z3

− arg
z1 − z4
z2 − z4

= ±π, 则 z3, z4 在 z1, z2 所确定的直线的异侧, 且对

z1, z2 所张的角互补, 故 z1, z2, z3, z4 也是共圆的.

复平面上, 直线和圆都可以用参数方程给出: 过两点 z1, z2 的直线的参数方程为

z = z1 + t(z2 − z1), 其中参数 t ∈ R.

以 z0 为圆心以 r 为半径的圆的参数方程为

z = z0 + r(cos θ + i sin θ), 其中参数 θ ∈ [0, 2π).

设直线 L 的方程为 Ax + By + C = 0, 其中 A,B,C 都是实数, 且 A2 + B2 ̸= 0. 点

z = x+ y i 在直线 L 上的充要条件是 z 的实部 x 和虚部 y 满足这个直角坐标方程. 因

x =
z + z

2
, y =

z − z

2 i
,

故有 A
z + z

2
+B

z − z

2 i
+ C = 0, 即

A− i B

2
z +

A+ iB

2
z + C = 0.

记 α =
A+ iB

2
, 则 α ̸= 0, 并且 z 满足方程 αz + αz + C = 0.
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反过来, 若复数 z 满足方程 αz + αz +C = 0, 则
A− iB

2
z + α

A+ iB

2
z +C = 0, 即

A
z + z

2
+B

z − z

2 i
+ C = 0,

即

Ax+By + C = 0.

因此满足方程 αz + αz + C = 0 的点 z 都在直线 Ax+By + C = 0 上.

综上所述, 复平面上的直线方程为

αz + αz + C = 0, 其中 α ̸= 0,且 C ∈ R.

设圆的直角坐标方程为 (x− x0)
2 + (y− y0)

2 = R2, 其中 R > 0. 令 α = −(x0 + i y0),

则 |z + α|2 = R2. 因此, 用 z 表示的圆的方程为

zz + αz + αz + C = 0,

其中 C ∈ R, 且 |α|2 > C.

本节最前面所给出的 C 上的平移变换 Tb, 位似变换 Hc, 旋转变换 Hθ, 反射变换 F ,

以及 f : C → C, z 7→ az + b, 都把直线变成直线, 把圆变成圆.

在扩充复平面 C 上, 映射 I : C → C, z 7→ 1

z
是关于单位圆的反演变换. 这个反演

变换 I 具有这样的性质: 总是把直线变成直线或圆, 也总是把圆周变成直线或圆. 如果

把直线当做半径是无穷大的圆, 则上述结论就是: 反演变换 I 总是把圆变成圆.

下面我们给出一个模型来说明把直线也看成是圆这种想法是完全合理的.

在 R3 中, S2 = {(x1, x2, x3) : x21+x22+x23 = 1}称为单位球面,称 S2 上的点 N(0, 0, 1)

为北极; 把平面 {(x1, x2, x3) : x3 = 0} 视作复平面 C.

对任意的 z ∈ C, 过 z 和 N 的直线与 S2 有唯一的一个 (不同于 N 的) 交点 φ(z).

显然 φ : C → S2 \ {N}, z 7→ φ(z) 是一个双射; 再补充定义 φ(∞) = N , 则

φ : C → S2, z 7→ φ(z)

就是一个从扩充复平面 C 到 S2 上的双射, 这个映射 φ 称为球极投射.

若 L 是 C 中的一条直线 (约定 ∞ 总是在 C 中的任一直线上), 则 φ(L) 就是 S2 中

过北极的圆, 这个圆就是过 N 和 L 的平面与 S2 的交. 事实上还可以证明, 若 C 是 C 中

的一个圆, 则 φ(C) 也是 S2 中的圆. 与 φ(L) 不同的是 φ(C) 不过北极.
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综上, 可以把扩充复平面 C 看成球面 S2, 而把 C 内的直线和圆都统一地看成 S2 中

的圆, 而扩充复平面 C 内的反演变换 I, 则相当于球面 S2 上关于平面 z3 = 0的反射.

最后, 考虑扩充复平面 C 上更一般的 Möbius 变换 (也叫分式线性变换):

f : C → C, z 7→ az + b

cz + d
(其中 ad− bc ̸= 0).

可以证明这样的变换一定是保交比的和保圆的.

§ 4.4 复数的代数应用

对于给定的数域 F, 把系数都在数域 F 中的多项式称为数域 F 上的多项式, 并用

F[z] 表示数域 F 上的所有的多项式构成的集合. 那么, F 中的元素与 F[z] 中的多项式的

乘积仍在 F[z] 中; 并且, F[z] 中的任意两个多项式的和, 积也仍在 F[z] 中.

定定定理理理1 (带余除法) 设 f(z), g(z) 都是数域 F 上的多项式, g(z) 不是 0 多项式. 那么,

存在唯一的一对多项式 q(z), r(z) ∈ F[z] 使得 f(z) = q(z)g(z) + r(z), 且 r(z) 的次数小

于 g(z) 的次数.

证明. 先证存在性. 若存在 q(z) ∈ F[z] 使得 f(z) = q(z)g(z), 取 r(z) = 0 即可. 若对

任意的 q(z) ∈ F[z] 都有 f(z) ̸= q(z)g(z), 考虑集合

E = {f(z)− φ(z)g(z) : φ(z) ∈ F[z]}.

根据最小数原理, E 中必有次数最小的者, 设 r(z) ∈ E 的次数最小, 则存在 q(z) ∈ F[z]

使得 r(z) = f(z)− q(z)g(z). 因此 f(z) = q(z)g(z) + r(z).

下面说明 r(z) 的次数小于 g(z) 的次数. 若不然, 设 n ≥ m 且

r(z) = anz
n + · · ·+ a0, an ̸= 0,

g(z) = bmz
m + · · ·+ b0, bm ̸= 0.

则

h(z) = r(z)− an
bm
zn−mg(z) ∈ E,

且 h(z) 的次数小于 r(z) 的次数, 矛盾. 所以 r(z) 的次数小于 g(z) 的次数, 这说明满足

条件的 q(z), r(z) ∈ F[z] 是存在的.
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再证明唯一性. 设 q1(z), q2(z), r1(z), r2(z) ∈ F[z] 满足

f(z) = q1(z)g(z) + r1(z) = q2(z)g(z) + r2(z),

且 r1(z), r2(z) 的次数都小于 g(z) 的次数. 因

(q1(z)− q2(z))g(z) = r2(z)− r1(z),

比较两边的次数知 q1(z)− q2(z) = 0, 即 q1(z) = q2(z), 进而有 r1(z) = r2(z).

定定定理理理2 (因式定理) 设 f(z) 是数域 F 上的 n 次多项式 (n ≥ 1), α ∈ F. 若 α 是 f(z)

的根, 则存在 n− 1 次多项式 g(z) ∈ F[z], 使得 f(z) = (z − α)g(z).

证明. 由带余除法知, 存在多项式 g(z), r(z) ∈ F[z] 使得

f(z) = (z − α)g(z) + r(z),

且 r(z) 的次数小于 z − α 的次数, 因此 r(z) 为常数. 因

r(α) = (α− α)g(α) + r(α) = f(α) = 0,

故 r(z)为 0多项式,所以 f(z) = (z−α)g(z). 比较次数可知 g(z)是 n− 1次多项式.

下面讨论 C 和 R 上的多项式. 首先介绍一个关于多项式的重要定理, 这个定理在

代数学中如此之重要, 以至于被称之为代数学基本定理. 第一个得到这个定理的证明的

人是Gauss, 在他之前很多人给出过证明, 但那些证明到后来都被发现是错误的. 有意思

的是, 这个被称为代数学基本定理的定理, 它的各种不同版本的证明看起来既不是“基

本”的, 也不是“代数”的. 我们现在不证明这个定理, 但它在将来的复分析课程里会有

一个简短的的证明.

定定定理理理3 (代数学基本定理) 次数大于 0 的复系数多项式在 C 中必有根. [不证]

根据代数学基本定理和因式定理, 用数学归纳法可以证明, 复系数 n 次多项式

f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + ·+ a1z + a0

必可分解为 an 和 n 个一次因式的乘积, 即

f(z) = an(z − α1)(z − α2) · · · (z − αn).

上式右边的一次因式未必都是不同的. 把相同的因式放在一起, 则 f(z) 可表示为

f(z) = an(z − β1)
k1(z − β2)

k2 · · · (z − βl)
kl ,

其中 β1, β2, · · · , βl 是互异的复数, k1, k2, · · · , kl 都是正整数, 且 k1 + k2 + · · ·+ kl = n.
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对于 j ∈ {1, 2, · · · , l}, 称 z − βj 是 f(z) 的 kj 重因式, 称 βj 是 f(z) 的 kj 重根.

特别地, 当 kj = 1 时, 通常称 z − βj 是 f(z) 的单因式, 称 βj 是 f(z) 的单根.

定定定理理理4 一元的 n (n > 0) 次复系数多项式在 C 中恰有 n 个根 (重根按重数计, 即 k

重根算 k 个根).

引引引理理理5 若复数 α 是实系数多项式 f(z) 的根, 则 α 也是 f(z) 的根.

定定定理理理6 (实系数多项式因式分解定理) 次数大于 0 的实系数多项式必可以分解为若

干个次数不超过 2 的实系数多项式的乘积.

证明. 对多项式的次数 n 用数学归纳法. 当 n = 1, 2 时, 结论显然成立. 当 n ≥ 3

时, 假设结论对于 1, 2, ..., n− 1 都成立; 下面来证明结论对 n 也成立.

设 f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0 是 n 次实系数多项式. 根据代数基本定

理, f(z) 在 C 中至少有一个根, 设 α 是 f(z) 的根.

若 α是实数,根据因式定理,存在 n−1次实系数多项式 g(z)使得 f(z) = (z−α)g(z);

根据归纳假设, g(z) 可分解为次数不超过 2 的实系数多项式的乘积, 因此 f(z) 也可分

解为次数不超过 2 的实系数多项式的乘积.

若 α 是虚数, f(z) 仍可在复数域内分解为 f(z) = (z − α)g(z) (这里的 g(z) 是复系

数多项式). 由引理知 α 也是 f(z) 的根, 即

0 = f(α) = (α− α)g(α).

因 α 是虚数, 故 α ̸= α, 所以 g(α) = 0, 即 α 是 g(z) 的根. 因此存在复系数 n− 2 次多项

式 h(z) 使得 g(z) = (z − α)h(z), 所以有

f(z) = (z − α)(z − α)h(z).

又因

(z − α)(z − α) = z2 − (α+ α)z + αα = z2 − 2Re(α)z + |α|2

为实系数多项式, 我们断言, h(z) 也必是实系数的多项式.

事实上, 根据 C 中的带余除法, f(z) = (z2 − 2Re(α)z + |α|2)h(z) + 0. 设 R 中的带

余除法为 f(z) = (z2 − 2Re(α)z + |α|2)h1(z) + r(z), 而后一个式子也能看成是 C 中的带

余除法, 由带余除法的唯一性, 就有 h(z) = h1(z). 这就说明 h(z) 是实系数的多项式.
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既然 h(z) 是实系数的多项式, 且为 n − 2 次多项式, 根据归纳假设, h(z) 可分解为

次数不超过 2 的实系数多项式的乘积, 因此

f(z) = (z2 − 2Re(α)z + |α|2)h(z)

也可分解为次数不超过 2 的实系数多项式的乘积.

我们把分子和分母都是多项式的分式称为有理分式.

由带余除法知,非零的多项式 g(z)可以除任意多项式 f(z),所得的商 q(z)与余 r(z)

都是唯一确定的. 可以把带余除法中的等式 f(z) = q(z)g(z) + r(z) 改写为分式的形式

f(z)

g(z)
= q(z) +

r(z)

g(z)
.

上式最后的
r(z)

g(z)
, 其分母次数大于分子次数, 这样的分式称为真分式. 因此, 任意的有理

分式都可以表示为一个多项式与一个真分式的和.

引引引理理理7 设
P (z)

Q(z)
为数域 F 上的真分式, 且存在 a ∈ F, k ∈ N∗, 以及 Q1(z) ∈ F[z], 使

得 Q(z) = (z − a)kQ1(z), Q1(a) ̸= 0; 则存在 A ∈ F 以及 P1(z) ∈ F[z], 使得

P (z)

Q(z)
=

A

(z − a)k
+

P1(z)

(z − a)k−1Q1(z)
,

且
P1(z)

(z − a)k−1Q1(z)
仍为真分式.

证明. 设 R1(z) = P (z)− P (a)

Q1(a)
·Q1(z),则 R1(a) = 0. 由因式定理,存在 P1(z) ∈ F[z]

使得 R1(z) = (z − a)P1(z). 再设 A =
P (a)

Q1(a)
, 则

P (z) = AQ1(z) + (z − a)P1(z),

故

P (z)

Q(z)
=

A

(z − a)k
+

P1(z)

(z − a)k−1Q1(z)
.

再比较 P1(z) 的和 (z − a)k−1Q1(z) 的次数可知
P1(z)

(z − a)k−1Q1(z)
仍为真分式.

复系数有理分式中, 形如
A

(z − a)k
的真分式称为部分分式, 其中 A, a ∈ C, k ∈ N∗.

定定定理理理8 (复数域上的部分分式定理) 复系数真分式可表为有限个部分分式之和.

引引引理理理9 设
P (z)

Q(z)
是实系数真分式, z2 + pz + q, Q1(z) ∈ R[z], 其中 p2 < 4q, 且

z2 + pz + q 不是 Q1(z) 的因式. 若存在 m ∈ N∗ 使得 Q(z) = (z2 + pz + q)mQ1(z), 则存
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在 M,N ∈ R 以及多项式 P1(z) ∈ R[z], 使得
P (z)

Q(z)
=

Mz +N

(z2 + pz + q)m
+

P1(z)

(z2 + pz + q)m−1Q1(z)
,

并且
P1(z)

(z2 + pz + q)m−1Q1(z)
仍是真分式.

证明. 设 α, β 是 z2 + pz + q 的一对共轭复根, 则 Im(α) ̸= 0. 设

R(z) =
P (z)

Q1(z)
, M =

Im(R(α))

Im(α)
, N =

Im(αR(β))

Im(α)
.

因 R(z) ∈ R[z], 故 R(α) = R(β), R(β) = R(α). 设

R1(z) = P (z)− (Mz +N)Q1(z),

则

R1(α) = P (α)− (Mα +N)Q1(α)

= P (α)− αIm(R(α)) + Im(αR(β))

Im(α)
Q1(α)

= P (α)− α(R(α)−R(α)) + (αR(β)− αR(β))

α− β
Q1(α)

= P (α)− αR(α)− αR(β) + αR(β)− βR(α)

α− β
Q1(α)

= P (α)−R(α)Q1(α) = 0,

R1(β) = P (β)− βIm(R(α)) + Im(αR(β))

Im(α)
Q1(β)

= P (β)− β(R(α)−R(α)) + (αR(β)− αR(β))

α− β
Q1(β)

= P (β)− βR(α)− βR(β) + αR(β)− βR(α)

α− β
Q1(β)

= P (β)− αR(β)− βR(β)

α− β
Q1(β)

= P (β)−R(β)Q1(β) = 0,

所以, 存在 P1(z) ∈ C[z], 使得 R1(z) = (z − α)(z − β)P1(z).

因 R1(z) ∈ R[z] 和 (z − α)(z − β) = z2 + pz + q ∈ R[z], 由带余除法的唯一性, 知

P1(z) ∈ R[z]. 由

P (z) = (Mz +N)Q1(z) +R1(z) = (Mz +N)Q1(z) + (z2 + pz + q)P1(z)

得

P (z)

Q(z)
=

Mz +N

(z2 + pz + q)m
+

P1(z)

(z2 + pz + q)m−1Q1(z)
.
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最后比较次数知
P1(z)

(z2 + pz + q)m−1Q1(z)
仍是真分式.

实系数真分式中, 把形如
A

(z − a)k
的分式和形如

Mz +N

(z2 + pz + q)m
的分式都称为部分

分式, 其中 A, a,M,N, p, q ∈ R, k,m ∈ N∗, 且 p2 − 4q < 0.

定定定理理理10 (实数域上的部分分式定理) 实系数真分式可表为有限个部分分式之和.

上面两个定理的表述几乎是一样的, 需要注意的是, 实系数的部分分式定理说的是

可以表为实系数的那两种的部分分式之和.

根据实系数多项式因式分解定理, 我们只需再证明下面的引理即可得到实数域上的

部分分式定理.

下面我们来讨论一元三次方程和一元四次方程的解法. 首先要说明的是, 一般的 n

(n > 1) 次方程都可以通过平移消去 n− 1 次项, 因此只需考虑缺少次高项的方程.

考虑三次方程

x3 = px+ q.

令 x = a+ b, 然后设法求出 a 和 b 即可. 因为

px+ q = x3 = (a+ b)3

= a3 + b3 + 3ab(a+ b)

= (a3 + b3) + (3ab)x,

故设

p = 3ab, q = a3 + b3,

这样就知道 a3 与 b3 和与积, 进而可解出 a3 与 b3 为

q

2
+

1

2

√
q2 − 4(

p

3
)3 与

q

2
− 1

2

√
q2 − 4(

p

3
)3.

不妨设

a3 =
q

2
+

1

2

√
q2 − 4(

p

3
)3, b3 =

q

2
− 1

2

√
q2 − 4(

p

3
)3,

则

x = ω
3

√
q

2
+

√
q2

4
− p3

27
+ ω2 3

√
q

2
−
√
q2

4
− p3

27
,

其中 ω3 = 1.
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当判别式 ∆ =
q2

4
− p3

27
< 0 时, 三次方程求根公式中将包含着负数的平方根, 这就

是当年令人困惑的虚数.

四次方程的解法属于 Cardano 的学生 Ferrari. 同样只考虑缺次高项的四次方程

x4 = px2 + qx+ r.

解法的关键在于要利用适当的参数把等式的两边配成完全平方形式. 先引入一个待定的

值 y, 将左边配方:

(x2 + y)2 = (p+ 2y)x2 + qx+ (r + y2).

为使等式右边也是完全平方式, 则要求 y 满足方程

q2 = 4(p+ 2y)(r + y2).

这是 y 的三次方程, 故可以解出 y. 最后再把解出的 y 代回方程, 得到两边都是完全平

方的等式; 开方后就得到关于 x 的一元二次方程, 从而可以解出 x.

在三次和四次方程的求解问题获得成功之后, 很多人致力于求解一般的更高次的方

程, 但无一例外地, 都没有结果. 后来 Abel 指出, 对于 5 次以及高于 5 次的一元高次方

程没有通用的代数解法 (即通过各项系数经过有限次四则运算, 乘方, 开方运算给出根的

表示). 因此, 很多时候只能退而求其次, 去寻求方程的数值解.

§ 4.5 综合练习

例例例1 把下列复数化成三角形式:

(1) 1 + cos θ + i sin θ (0 ≤ θ ≤ π);

(2)
1− i tanα

1 + i tanα
;

(3) 1 + i tanα;

(4)
1− sin θ + i cos θ

1− sin θ − i cos θ
.

解. (1)

1 + cos θ + i sin θ = 2 cos2
θ

2
+ 2i sin

θ

2
cos

θ

2

= 2 cos
θ

2
(cos

θ

2
+ i sin

θ

2
).
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(2)

1− i tanα

1 + i tanα
=

cosα− i sinα

cosα+ i sinα
=

cos(−α) + i sin(−α)
cosα+ i sinα

= cos(−2α) + i sin(−2α).

(3)

1 + i tanα =
cosα+ i sinα

cosα

=


1

cosα
(cosα+ i sinα), α ∈

(
2kπ − π

2
, 2kπ +

π

2

)
,

− 1

cosα

(
cos(π + α) + i sin(π + α)

)
, α ∈

(
2kπ +

π

2
, 2kπ +

3

2
π
)
.

(4)

1− sin θ + i cos θ

1− sin θ − i cos θ
=

1− cos
(π
2
− θ

)
+ i sin

(π
2
− θ

)
1− cos

(π
2
− θ

)
− i sin(

π

2
− θ)

=
2 sin2

(π
4
− θ

2

)
+ 2i sin

(π
4
− θ

2

)
cos

(π
4
− θ

2

)
2 sin2

(π
4
− θ

2

)
− 2i sin

(π
4
− θ

2

)
cos

(π
4
− θ

2

)
=
sin

(π
4
− θ

2

)
+ i sin

(π
4
− θ

2

)
sin

(π
4
− θ

2

)
− i sin

(π
4
− θ

2

)
=
cos

(π
4
+
θ

2

)
+ i sin

(π
4
+
θ

2

)
cos

(π
4
+
θ

2

)
− i sin

(π
4
+
θ

2

)
=

cos
(π
4
+
θ

2

)
+ i sin

(π
4
+
θ

2

)
cos

(
−
(π
4
+
θ

2

))
+ i sin

(
−

(π
4
+
θ

2

))
=cos

(π
2
+ θ

)
+ i sin

(π
2
+ θ

)
.

例例例2 求 cosα+ cos 2α+ · · ·+ cosnα, sinα+ sin 2α+ · · ·+ sinnα..

解. 令 z = cosα+ i sinα, 那么对任何自然数 k 有 zk = cos kα + i sin kα, 于是

z + z2 + · · ·+ zn

=(cosα+ i sinα) + (cos 2α+ i sin 2α) + · · ·+ (cosnα+ i sinnα)

=(cosα+ cos 2α+ · · ·+ cosnα) + i(sinα+ sin 2α+ · · ·+ sinnα).



§ 4.5 综合练习 99

另一方面

z + z2 + · · ·+ zn =
z(1− zn)

1− z

=
(cosα+ i sinα)(1− (cosnα+ i sinnα))

1− (cosα+ i sinα)

=
(cosα+ i sinα)

(
2 sin2 nα

2
− 2i sin

nα

2
cos

nα

2

)
2 sin2 α

2
− 2i sin

α

2
cos

α

2

=
sin

nα

2
(cosα+ i sinα)

(
cos

nα− π

2
+ i sin

nα− π

2

)
sin

α

2

(
cos

α− π

2
+ i sin

α− π

2

)
=
sin

nα

2

sin
α

2

(
cos

(
α+

nα− π

2
− α− π

2

)
+ i sin

(
α+

nα− π

2
− α− π

2

))

=
sin

nα

2

sin
α

2

(
cos

n+ 1

2
α+ i sin

n+ 1

2
α
)

=
sin

nα

2
cos

n+ 1

2
α

sin
α

2

+ i
sin

nα

2
sin

n+ 1

2
α

sin
α

2

,

即

z + z2 + · · ·+ zn =
sin

nα

2
cos

n+ 1

2
α

sin
α

2

+ i
sin

nα

2
sin

n+ 1

2
α

sin
α

2

,

所以

cosα+ cos 2α+ · · ·+ cosnα =
sin

nα

2
cos

n+ 1

2
α

sin
α

2

,

sinα+ sin 2α+ · · ·+ sinnα =
sin

nα

2
sin

n+ 1

2
α

sin
α

2

.

例例例3 设z1 ∈ C，z2 ∈ C, 证明:

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2
(
|z1|2 + |z2|2

)
.

解. 由复数的模的定义知

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = |z1|2 + |z2|2 + (z1z2 + z2z1),

|z1 − z2|2 = (z1 − z2)(z1 − z2) = |z1|2 + |z2|2 + (−z1z2 − z2z1).
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两式相加即可.

例例例4 设 z1, z2, z3 是复平面上三个点 A, B, C 对应的复数. 证明三角形 ABC 是等

边三角形的充分必要条件是 z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1.

解. (充分性) 设 z1, z2, z3 是三个复数, 且 z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1.

设 w1 = z1 − z2, w2 = z2 − z3, w3 = z3 − z1, 则 w1, w2, w3 都不为零, 且

w1 + w2 + w3 = 0, w1
2 + w2

2 + w3
2 = 0.

因此

w1
2 = (w2 + w3)

2 = w2
2 + w3

2 + 2w2w3 = −w1
2 + 2w2w3,

即 w1
2 = w2w3, 进而有 w1

3 = w1w2w3. 同理 w2
3 = w1w2w3, w3

3 = w1w2w3.

所以 w1
3 = w2

3 = w3
3, 于是 |w1| = |w2| = |w3|.

(必要性) 设 z1, z2, z3 是复平面上三个点 A, B, C 对应的复数, 且三角形 ABC 是

等边三角形, 则存在 3 次单位根 ω 使得

z1 − z2 = ω(z3 − z1), z2 − z3 = ω(z1 − z2), z3 − z1 = ω(z2 − z3).

三式平方相加, 得

(z1 − z2)
2 + (z2 − z3)

2 + (z3 − z1)
2 = ω2((z1 − z2)

2 + (z2 − z3)
2 + (z3 − z1)

2).

因 ω2 ̸= 1, 故 (z1 − z2)
2 + (z2 − z3)

2 + (z3 − z1)
2 = 0, 即

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1.

例例例5 若复数 z1 ̸= z2, |z1| =
√
2, 求

∣∣∣ z1 − z2
2− z1z2

∣∣∣.
解. 由 |z1|2 = 2, 得∣∣∣ z1 − z2

2− z1z2

∣∣∣ = ∣∣∣ z1 − z2
z1z1 − z1z2

∣∣∣ = |z1 − z2|
|z1| · |z1 − z2|

=
|z1 − z2|

|z1| · |z1 − z2|
=

1

|z1|
=

√
2

2
.

例例例6 若 |z1| = |z2| = |z3| = r ̸= 0, 求
∣∣∣z1−1 + z2

−1 + z3
−1

z1 + z2 + z3

∣∣∣.
解. 因 zk

−1 =
zk
r2
, 故∣∣∣z1−1 + z2

−1 + z3
−1

z1 + z2 + z3

∣∣∣ = 1

r2

∣∣∣z1 + z2 + z3
z1 + z2 + z3

∣∣∣ = 1

r2
.
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例例例7 设复数 z 满足 |z| = 1, 求 |z2 − z + 1| 的范围.

解. 由 |z| = 1 知 zz = 1, 故

|z2 − z + 1| = |z2 − z + zz| = |z| · |z + z − 1| = |z + z − 1|.

设 z = x+ iy, 则 x2 + y2 = 1, 因此 |x| ≤ 1. 由三角不等式得

|z2 − z + 1| = |2x− 1| ≤ |2x|+ 1 ≤ 3.

当 x = −1 时, |2x− 1| = 3. 又 |2x− 1| ≥ 0, 且 x =
1

2
时, |2x− 1| = 0.

所以 |z2 − z + 1| 的范围是 [0, 3].

例例例8 设 z 为虚数, w = z +
1

z
为实数, 且 −1 < w < 2.

(1) 求 |z| 及 z 的实部的取值范围;

(2) 证明 µ =
1− z

1 + z
为纯虚数.

解. (1) 设 z = a+ ib, a, b ∈ R, 则

w = a+ ib+
1

a+ ib

= a+ ib+
a− ib

a2 + b2

=
(
a+

a

a2 + b2

)
+
(
b− b

a2 + b2

)
i.

因 w 为实数, 故 b− b

a2 + b2
= 0. 因 z 为虚数, 故 b ̸= 0. 于是 a2 + b2 = 1, 即 |z| = 1.

由 w = 2a, 且 −1 < w < 2, 得 −1

2
< a < 1.

(2) 注意到 (1)中已证明的 |z| = 1. 因 z 是虚数, 故 z − z ̸= 0. 因此有

µ+ µ =
1− z

1 + z
+
(1− z

1 + z

)
=

1− z

1 + z
+

1− z̄

1 + z̄

=
(1− z)(1 + z̄) + (1 + z)(1− z̄)

(1 + z)(1 + z̄)

=
2− 2zz̄

(1 + z)(1 + z̄)
= 0,

µ− µ =
1− z

1 + z
−
(1− z

1 + z

)
=

1− z

1 + z
− 1− z̄

1 + z̄

=
(1− z)(1 + z̄)− (1 + z)(1− z̄)

(1 + z)(1 + z̄)
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=
−2(z − z)

(1 + z)(1 + z̄)
̸= 0.

得 Re(µ) = 0, Im(µ) ̸= 0. 所以 µ 是纯虚数.

例例例9 设 a 是负实数, 复数 z1, z2 满足 |z1| = |z1 + z2|, z1 z2 = a
(
1 +

√
3i
)
. 求

z2
z1
.

解. 由 |z1| = |z1 + z2|, 得

|z1|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = |z1|2 + z2z1 + z1z2 + |z2|2,

故

|z2|2 = −(z2z1 + z1z2) = −2Re(z1 z2) = −2a,

因此

z2
z1

=
z2 · z2
z1 · z2

=
−2a

a
(
1−

√
3i
) = −1 +

√
3i

2
.

例例例10 设 z1, z2, · · · , zn ∈ C, 且满足
n∑

j=1

|zj| = 1, 证明: 上述 n 个复数中, 必存在若干

个复数, 它们的和的模不小于
1

6
.

解. 设 zj = aj + ibj, j = 1, 2, · · · , n. 因为
n∑

j=1

|zj| = 1, 所以

1 ≤
n∑

j=1

|aj|+
n∑

j=1

|bj|

=
∑
aj<0

|aj|+
∑
aj>0

|aj|+
∑
bj<0

|bj|+
∑
bj>0

|bj|,

不妨设
∑
bj>0

|bj| ≥
1

4
, 则 ∣∣∣ ∑

bj>0

zj

∣∣∣ ≥ ∣∣∣ ∑
bj>0

bj

∣∣∣ = ∑
bj>0

|bj| ≥
1

4
>

1

6
.

例例例11 已知 x, y 满足
(x
y

)2

+
x

y
+ 1 = 0, 求

( x

x+ y

)2010

+
( y

x+ y

)2010

的值.

解. 设
x

y
= ω, 则 ω + 1 = −ω2, ω3 = 1. 因

x

x+ y
=

x

y
x

y
+ 1

=
ω

ω + 1
=

ω

−ω2
= −ω2,

y

x+ y
=

1
x

y
+ 1

=
1

ω + 1
=

1

−ω2
= −ω,

故 ( x

x+ y

)2010

+
( y

x+ y

)2010

= (−ω2)2010 + (−ω)2010 = 1 + 1 = 2.
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例例例12 设复数 z1, z2 满足 |z1| = |z1 + z2| = 3, |z1 − z2| = 3
√
3, 求

(z1z2)
2000 + (z1z2)

2000.

解. 由

9 = |z1 + z2|2 = |z1|2 + |z2|2 + z1z2 + z1z2,

27 = |z1 − z2|2 = |z1|2 + |z2|2 − z1z2 − z1z2,

得 |z1|2 + |z2|2 = 18. 因 |z1|2 = 9, 故 |z2| = 3, 且 z1z2 + z1z2 = −9.

因
∣∣z1z2∣∣ = ∣∣z1∣∣ · ∣∣z2∣∣ = 9, 故可设 z1z2 = 9(cos θ + i sin θ), 则

z1z2 = 9(cos(−θ) + i sin(−θ)).

由 z1z2 + z1z2 = −9 得 cos θ = −1

2
, 故 z1z2 = 9ω, 其中 ω =

−1±
√
3i

2
, ω3 = 1. 于是

(z1z2)
2000 + (z1z2)

2000 = (9ω)2000 + (9ω2)2000

= 92000
(
ω2000 + ω4000

)
= −92000.

例例例13 若实数 x, y 满足 z1 = x +
√
3 + iy, z2 = x −

√
3 + iy, |z1| + |z2| = 4, 求

f(x, y) = |2x− 4y + 9| 的最值.

解. 令 z = x+ iy, 则 ∣∣∣z +√
3
∣∣∣+ ∣∣∣z −√

3
∣∣∣ = 4,

即 z 在以
(
±
√
3, 0

)
为焦点, 2 为长半轴长的椭圆上, 其方程为

x2

4
+ y2 = 1,

令 {
x = 2 cos θ,

y = sin θ,

则

f(x, y) = |4 cos θ − 4 sin θ − 9|

=
∣∣∣4√2 cos

(
θ +

π

4

)
− 9

∣∣∣.
因此, 当 θ = −π

4
时, f(x, y)min = 9− 4

√
2; 当 θ =

3

4
π 时, f(x, y)max = 9 + 4

√
2.

例例例14 若复数 z1 = 2 −
√
3a + ai, z2 =

√
3b − 1 +

(√
3 − b

)
i, 且它们的模相等, z1z2

的辐角主值为
π

2
, 求实数 a, b.
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解. 由已知条件得 z1 ̸= 0,
∣∣∣z2
z1

∣∣∣ = 1. 因 z1z2 = |z1|2 ·
z2
z1
, 故

arg
(z2
z1

)
= arg(z1z2) =

π

2
,

于是
z2
z1

= i, 即 z2 = z1i, 因此

√
3b− 1 +

(√
3− b

)
i =

(
2−

√
3a+ ai

)
i = −a+

(
2−

√
3a

)
i.

比较两边实部, 虚部, 解出 a = b =

√
3− 1

2
.

例例例15 设复数 z = 3 cos θ + i sin θ, 求 y = tan(θ − arg z)
(
0 < θ <

π

2

)
的最大值及相

应的 θ.

解. 因 z = 3 cos θ + i sin θ, 故

tan(arg z) =
sin θ

3 cos θ
=

1

3
tan θ.

因此,

y = tan(θ − arg z) =
tan θ − 1

3
tan θ

1 +
1

3
tan2 θ

=
2

3

tan θ
+ tan θ

≤ 2

2
√
3
=

1√
3
.

当且仅当
3

tan θ
= tan θ, 即 θ =

π

3
时, ymax =

1√
3
.

例例例16 设 0 < θ < 2π,复数 z = 1− cos θ+ i sin θ, u = a2+ai,且 zu是纯虚数, a ∈ R.

(1) 求复数 u 的辐角主值 (用 θ 表示);

(2) 记 w = z2 + u2 + 2zu, 试问 w 可能是正实数吗?

解. (1) 因 zu 为纯虚数, 故 θ ̸= π, 且

zu =
(
a2(1− cos θ)− a sin θ

)
+
(
a2 sin θ + a(1− cos θ)

)
i,

故 {
a2(1− cos θ) = a sin θ,

a2 sin θ + a(1− cos θ) ̸= 0.

由第二个等式知 a ̸= 0. 因 0 < θ < 2π, 故 1− cos θ ̸= 0, 由第一个等式知

a =
sin θ

1− cos θ
= cot

θ

2
,

故 tan(arg u) =
a

a2
= tan

θ

2
.
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(i) 若 0 < θ < π, 则 u = cot2
θ

2
+ i cot

θ

2
在第一象限, arg u =

θ

2
.

(ii) 若 π < θ < 2π, 则 u 在第四象限, arg u = π +
θ

2
.

(2) 首先 w = z2 + u2 + 2zu = (z + u)2, 且 z + u = (1− cos θ + a2) + (a+ sin θ)i.

若 w ∈ R+, 则 a+ sin θ = 0, 即 a = − sin θ. 又因 a =
sin θ

1− cos θ
, 故 a =

−a
1− cos θ

.

由 a ̸= 0, 得 cos θ = 2, 矛盾.

例例例17 若复数 z1, z2 满足 |z1| = 2, |z2| = 3, 3z1 − 2z2 =
3

2
− i, 求 z1 z2.

解. 令 z1 = 2(cosα+ i sinα), z2 = 3(cosβ + i sin β), 则由 3z1 − 2z2 =
3

2
− i, 得

6(cosα− cos β) =
3

2
, 6(sinα− sin β) = −1,

即

−12 sin
α+ β

2
sin

α− β

2
=

3

2
, 12 cos

α+ β

2
sin

α− β

2
= −1,

因此 tan
α+ β

2
=

3

2
. 由万能公式得

sin(α+ β) =
12

13
, cos(α+ β) = − 5

13
,

故

z1z2 = 6(cos(α+ β) + i sin(α+ β)) = −30

13
+

72

13
i.

例例例18 已知复数 z =

√
3

2
− i

2
, w =

√
2

2
+

√
2

2
i, 复数 zw, z2w3 对应的复数平面上的

点分别为 P , Q, 证明: △POQ 是等腰直角三角形.

解. 因 z = cos
(
− π

6

)
+ i sin

(
− π

6

)
, w = cos

π

4
+ i sin

π

4
, 故

zw = cos
π

12
+ i sin

π

12
,

zw = cos
(
− π

12

)
+ i sin

(
− π

12

)
,

z2w3 = cos
5

12
π + i sin

5

12
π.

因此,
−→
OP ,

−→
OQ 的夹角为

5π

12
−

(
− π

12

)
=
π

2
. 因

−→
OP⊥

−→
OQ, 且 |

−→
OP | = |

−→
Ow|, 故 △POQ

是等腰直角三角形.

例例例19 设 M 是单位圆周 x2 + y2 = 1 上的动点, 点 N 与定点 A(2, 0) 和点 M 构成

一个等边三角形的顶点, 并且 M → N → A → M 成逆时针方向. 当 M 点移动时, 求点

N 的轨迹.
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解. 设 M , N 对应的复数依次为 x′ + y′i, x+ yi, 那么向量 AM 可以用向量 AN 绕

A 点逆时针旋转 300◦ 得到, 用复数运算来实现这个变换就是

−−→
AM = (cos 300◦ + i sin 300◦) ·

−−→
AN,

−−→
OM −

−→
OA = (cos 300◦ + i sin 300◦) ·

(−−→
ON −

−→
OA

)
,

即

x′ + y′i− 2 =
1−

√
3i

2
(x+ yi− 2)

=
x+

√
3y − 2

2
+
y −

√
3x+ 2

√
3

2
i,

所以

x′ =
x+

√
3y + 2

2
, y′ =

y −
√
3x+ 2

√
3

2
.

但 x′2 + y′2 = 1, 故 (x+√
3y + 2

2

)2

+
(y −√

3x+ 2
√
3

2

)2

= 1.

整理得 x2 + y2 − 2x+ 2
√
3y + 3 = 0, 或 (x− 1)2 +

(
y −

√
3
)2

= 1.
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§ 5.1 不等式的基本性质

例例例1 设 0 < a ≤ b, 比较
√
a+ b−

√
b 与

√
b−

√
b− a 的大小.

解. 由
√
a+ b+

√
b >

√
b+

√
b− a, 知

√
a+ b−

√
b =

a
√
a+ b+

√
b

<
a√

b+
√
b− a

=
√
b−

√
b− a.

例例例2 设 a, b, x, y 都是实数,
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1, 比较 a2 + b2 与 (x+ y)2 的大小.

解. 由
x2

a2
+
y2

b2
≤ 1, 得

a2 + b2 ≥ (a2 + b2) ·
(x2
a2

+
y2

b2

)
= x2 + y2 +

b2x2

a2
+
a2y2

b2

= (x+ y)2 − 2xy +
(bx
a

− ay

b

)2

+ 2xy

= (x+ y)2 +
(bx
a

− ay

b

)2

≥ (x+ y)2,

故当
x2

a2
+
y2

b2
= 1 且

bx

a
− ay

b
= 0 时, 有 a2 + b2 = (x+ y)2; 否则 a2 + b2 > (x+ y)2.

例例例3 设 a, b, c 是互异的正数,

(1) 比较 aabb 与 abba 的大小;

(2) 比较 aabbcc 与 (abc)
a+b+c

3 的大小.

解. (1) 因 a, b 是互异的正数, 故
(a
b

)a−b

> 1, 因此 aabb > abba.

107
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(2) 利用 (1) 的结论, 有 aabbcc > abbacc, bbccaa > bccbaa, ccaabb > caacbb, 三式相乘即

得结论.

例例例4 已知 x > 0, x ̸= 1, m > n > 0, 判断 xm +
1

xm
与 xn +

1

xn
的大小.

解. 由 m+ n > 0, m− n > 0, 知(
xm +

1

xm

)
−
(
xn +

1

xn

)
=

(xm−n − 1)(xm+n − 1)

xm
> 0,

故 xm +
1

xm
> xn +

1

xn
.

例例例5 设 3a + 13b = 17a, 5a + 7b = 11b, 比较实数 a, b 的大小.

解. 分情况讨论.

(i) 若 a ≥ 1, 则

3a + 13b

17a
= 1 >

3

17
+

13

17
≥

( 3

17

)a

+
(13
17

)a

=
3a + 13a

17a
,

故 13b > 13a, 因此有 a < b.

(ii) 若 b ≤ 1, 则

5a + 7b

11b
= 1 <

5

11
+

7

11
≤

( 5

11

)b

+
( 7

11

)b

=
5b + 7b

11b
,

故 5a < 5b, 因此也有 a < b. 综上可知 a < b.

例例例6 设 a, b 是正数, 证明

√
a

a+ 3b
+

√
b

b+ 3a
≥ 1.

解. 记
b

a
= t, 则 t > 0, 要证的不等式变为√

1

1 + 3t
+

√
t

t+ 3
≥ 1,

再经过变形后成为 3t(t2 − 2t+ 1) ≥ 0, 而这是显然的.

例例例7 设 x, y ∈ R, M 为 x2+xy+ y2, x2+x(y− 1)+ (y− 1)2, (x− 1)2+(x− 1)y+ y2,

(x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (y − 1)2 这四个数中最大的数. 求 M 的最小值.

解. 记这四个数依次为 A,B,C,D, 则

(A+D)− (B + C) = (xy + (x− 1)(y − 1))− (x(y − 1) + (x− 1)y) = 1,

所以

2M ≥ A+D

= (x2 + xy + y2) + ((x− 1)2 + (x− 1)(y − 1) + (y − 1)2)



§ 5.1 不等式的基本性质 109

= 2x2 + 2xy + 2y2 − 3(x+ y) + 3

=
3

2
(x+ y)2 +

1

2
(x− y)2 − 3(x+ y) + 3

=
3

2
(x+ y − 1)2 +

1

2
(x− y)2 +

3

2
≥ 3

2
.

当且仅当 x = y =
1

2
时上式中的最后一个不等号为等号, 此时 A =

3

4
, B =

1

4
, C = −1

4
,

D =
3

4
. 所以 M 的最小值为

3

4
.

问问问题题题19 当 a, b, c 满足什么条件时, 一定会存在 λ, µ, 使得

ax2 + bxy + cy2 = λ(x+ y)2 + µ(x− y)2 ?

例例例8 已知实数 x, y 满足 (x+
√
x2 + 1)(y +

√
y2 + 1) ≥ 1, 求 x+ y 的最小值.

解. 令 f(t) = ln(t+
√
t2 + 1), 则 f 为奇函数. 因 f 在 [0,+∞) 严格单调增, 故 f 在

R 上也严格单调增. 由此知 g(t) = t+
√
t2 + 1 在 R 上严格单调增. 由

g(x) = x+
√
x2 + 1 ≥ 1

y +
√
y2 + 1

= (−y) +
√

(−y)2 + 1 = g(−y),

知 x ≥ −y, 所以 x+ y ≥ 0.

例例例9 设正数 a, b, c 满足不等式组

11

6
c < a+ b < 2c,

3

2
a < b+ c <

5

3
a,

5

2
b < c+ a <

11

4
b.

请确定 a, b, c 的大小关系.

解. 由已知的不等式组得 

17

6
c < a+ b+ c < 3c,

5

2
a < a+ b+ c <

8

3
a,

7

2
b < a+ b+ c <

15

4
b.

由前两式得
17

6
c < a+ b+ c <

16

6
a, 故 17c < 16a < 17a, 因此 c < a.

再由第一个和第三个式子得
7

2
b < a+ b+ c < 3c <

7

2
c, 因此 b < c.

综上知 b < c < a.
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例例例10 设 a1, a2, · · · , an 都是实数, b1, b2, · · · , bn 都是正数, 证明

min
{a1
b1
,
a2
b2
, · · · , an

bn

}
≤ a1 + a2 + · · ·+ an

b1 + b2 + · · ·+ bn
≤ max

{a1
b1
,
a2
b2
, · · · , an

bn

}
.

解. 设 A = min
{a1
b1
,
a2
b2
, · · · , an

bn

}
, B = max

{a1
b1
,
a2
b2
, · · · , an

bn

}
.

对任意的 k ∈ {1, 2, · · · , n}, 由 A ≤ ak
bk

≤ B, 及 bk > 0, 得

Abk ≤ ak ≤ Bbk.

求和得

A(b1 + · · ·+ bn) ≤ a1 + · · ·+ an ≤ B(b1 + · · ·+ bn),

即

A ≤ a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

≤ B.

例例例11 设 x, y ∈ (0, 1), x ̸= y, 比较
xn

1− x2
+

yn

1− y2
和

xn + yn

1− xy
的大小.

解. 设
xn

1− x2
= A,

yn

1− y2
= B, 则 xn = A(1− x2), yn = B(1− y2), 因此

xn + yn = A(1− x2) +B(1− y2).

因
xn+1

1− x2
在 (0, 1) 上严格增, 故当 x ̸= y 时,

(A+B)(1− xy)− A(1− x2)−B(1− y2)

=Ax2 +By2 − (A+B)xy = (Ax−By)(x− y)

=
( xn+1

1− x2
− yn+1

1− y2

)
(x− y) > 0.

因此

xn + yn = A(1− x2) +B(1− y2) < (A+B)(1− xy),

即

xn

1− x2
+

yn

1− y2
= A+B >

xn + yn

1− xy
.

例例例12 设 a = log5(3
x + 4x), b = log4(5

x − 3x), 且 a ≥ b. 比较 a 与 x 的大小.

解. 由 3x + 4x = 5a, 5x − 3x = 4b, 得 5x − 4b = 3x = 5a − 4x, 因此

4x + 5x = 4b + 5a ≤ 4a + 5a.

再由 f(t) = 4t + 5t 严格单调增知 x ≤ a.
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例例例13 设 f(x) = ax2 + bx, 1 ≤ f(−1) ≤ 2, 2 ≤ f(1) ≤ 4, 求 f(−2) 的取值范围.

解. 由 f(1) = a+ b, f(−1) = a− b, 得

a =
f(1) + f(−1)

2
, b =

f(1)− f(−1)

2
.

因此

f(−2) =
f(1) + f(−1)

2
· (−2)2 +

f(1)− f(−1)

2
· (−2)

= f(1) + 3f(−1).

所以 f(−2) 的取值范围为 [5, 10].

例例例14 定义在 (−1, 1) 上的函数 f 满足:

(1) 对任意的 x, y ∈ (−1, 1), 都有 f(x) + f(y) = f
( x+ y

1 + xy

)
;

(2) 当 x ∈ (−1, 0) 时, f(x) > 0.

比较 f
(1
5

)
+ f

( 1

11

)
+ · · ·+ f

( 1

n2 + 3n+ 1

)
与f

(1
2

)
的大小.

解. 由 f(0) + f(0) = f
( 0 + 0

1 + 0 · 0

)
= f(0), 得 f(0) = 0.

又由 f(x) + f(−x) = f
( x+ (−x)
1 + x(−x)

)
= f(0) = 0, 知 f 为奇函数.

因当 x ∈ (−1, 0) 时, f(x) > 0, 故当 x ∈ (0, 1) 时, f(x) = −f(−x) < 0.

因

1

k2 + 3k + 1
=

1

(k + 1)(k + 2)− 1
=

( 1

k + 1

)
+
(
− 1

k + 2

)
1 +

( 1

k + 1

)(
− 1

k + 2

) ,
故

f
( 1

k2 + 3k + 1

)
= f

( 1

k + 1

)
+ f(− 1

k + 2

)
= f

( 1

k + 1

)
− f(

1

k + 2

)
.

因此

f
(1
5

)
+ f

( 1

11

)
+ · · ·+ f

( 1

n2 + 3n+ 1

)
= f

(1
2

)
− f

( 1

n+ 2

)
> f

(1
2

)
.
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定定定理理理1 (Schur) 设 r > 0. 若 x, y, z 都是非负的, 则∑
cyc

xr(x− y)(x− z) ≥ 0,

即

xr(x− y)(x− z) + yr(y − z)(y − x) + zr(z − x)(z − y) ≥ 0.

当且仅当 x = y = z, 或其中一个为零而另外两个相等时, 等号成立.

证明. 不妨设 x ≥ y ≥ z. 令

t1 = x− y, t2 = y − z, t3 = z,

则 t1, t2, t3 ≥ 0, 且

x = t1 + t2 + t3, y = t2 + t3, z = t3.

因此

xr(x− y)(x− z) + yr(y − z)(y − x) + zr(z − x)(z − y)

=(t1 + t2 + t3)
rt1(t1 + t2) + (t2 + t3)

rt2(−t1) + t3
r(−t1 − t2)(−t2)

=(t1 + t2 + t3)
rt1

2 +
(
(t1 + t2 + t3)

r − (t2 + t3)
r + t3

r
)
t1t2 + t3

rt22 ≥ 0.

当 x = y = z 时, 显然等号成立. 当 z = 0 且 x = y 时, 等号显然也成立.

反过来, 设等号成立.

(1) 若 t2 ̸= 0, 则 t1 + t2 + t3 ̸= 0. 由 t3
rt22 = 0 和 (t1 + t2 + t3)

rt1
2 = 0 知 t3 = 0,

t1 = 0, 即 z = 0, x = y.

(2) 若 t2 = 0, 则由 t1
r+2 ≤ (t1 + t2 + t3)

rt1
2 = 0 知 t1 = 0, 此时 x = y = z.

注 1. 对 r = 0, 把 xr, yr, zr 都视为 1, Schur 不等式也成立. 事实上,

(x− y)(x− z) + (y − z)(y − x) + (z − x)(z − y)

=x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx ≥ 0.

注 2. 若 r < 0, 则对任意的正数 x, y, z, 也有 Schur 不等式.

注 3. 通常记 p = x+ y + z, q = xy + yz + zx, r = xyz.

注 4. 当 r = 1 时, Schur 不等式为∑
cyc

x(x− y)(x− z) ≥ 0, (1)
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cyc

x3 + 3xyz ≥
∑
cyc

xy(x+ y), (2)

(∑
cyc

x
)3

+ 9xyz ≥ 4
(∑

cyc

x
)(∑

cyc

xy
)
, (3)

(y + z − x)(z + x− y)(x+ y − z) ≤ xyz. (4)

证明. (2) 由 Schur 不等式知

0 ≤
∑
cyc

x(x− y)(x− z)

=
∑
cyc

(x3 − x2y − zx2 + xyz)

=
∑
cyc

x3 −
∑
cyc

x2y −
∑
cyc

zx2 +
∑
cyc

xyz

=
∑
cyc

x3 −
∑
cyc

x2y −
∑
cyc

xy2 +
∑
cyc

xyz

=
∑
cyc

x3 + 3xyz −
∑
cyc

xy(x+ y).

(3) 因
(∑

cyc

x
)2

=
∑
cyc

x2 + 2
∑
cyc

xy, 并且(∑
cyc

x
)(∑

cyc

xy
)
=

(∑
cyc

xy
)
(x+ y + z)

=
∑
cyc

xy(x+ y + z)

=
∑
cyc

xy(x+ y) +
∑
cyc

xyz

=
∑
cyc

xy(x+ y) + 3xyz,

故 (∑
cyc

x
)3

=
(∑

cyc

x
)2(∑

cyc

x
)

=
(∑

cyc

x2 + 2
∑
cyc

xy
)(∑

cyc

x
)

=
∑
cyc

x2(x+ y + z) + 2
(∑

cyc

xy
)(∑

cyc

x
)

=
∑
cyc

(x3 + x2y + zx2) + 2
(∑

cyc

xy(x+ y) + 3xyz
)

=
∑
cyc

x3 +
∑
cyc

x2y +
∑
cyc

zx2 + 2
∑
cyc

xy(x+ y) + 6xyz
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=
∑
cyc

x3 +
∑
cyc

x2y +
∑
cyc

xy2 + 2
∑
cyc

xy(x+ y) + 6xyz

=
∑
cyc

x3 +
∑
cyc

xy(x+ y) + 2
∑
cyc

xy(x+ y) + 6xyz

=
∑
cyc

x3 + 3
∑
cyc

xy(x+ y) + 6xyz,

因此 (∑
cyc

x
)3

+ 9xyz =
∑
cyc

x3 + 3xyz + 3
∑
cyc

xy(x+ y) + 12xyz

≥
∑
cyc

xy(x+ y) + 3
∑
cyc

xy(x+ y) + 12xyz

= 4
(∑

cyc

xy(x+ y) + 3xyz
)

= 4
(∑

cyc

x
)(∑

cyc

xy
)
.

(3) 由对称性知存在常数 A,B 使得对任意的 x, y, z 都有

(y + z − x)(z + x− y)(x+ y − z) = −
∑
cyc

x3 + A
∑
cyc

xy(x+ y) +Bxyz.

令 z = 0 得

(y − x)(x− y)(x+ y) = −x3 − y3 + Axy(x+ y).

再令 x = y = 1, 得 0 = −2 + 2A, 故 A = 1. 在

(y + z − x)(z + x− y)(x+ y − z) = −
∑
cyc

x3 +
∑
cyc

xy(x+ y) +Bxyz

中令 x = y = z = 1 得 1 = −3 + 6 +B, 故 B = −2. 于是, 由 Schur 不等式得

xyz − (y + z − x)(z + x− y)(x+ y − z) =
∑
cyc

x3 −
∑
cyc

xy(x+ y) + 3xyz ≥ 0.

例例例15 设 a, b, c 为三角形的三边, 证明

a2(b+ c− a) + b2(c+ a− b) + c2(a+ b− c) ≤ 3abc.

解. 由 Schur 不等式得

3abc−
∑
cyc

a2(b+ c− a) = 3abc−
(∑

cyc

a2b+
∑
cyc

a2c−
∑
cyc

a3
)

= 3abc−
(∑

cyc

a2b+
∑
cyc

b2a−
∑
cyc

a3
)

= 3abc−
(∑

cyc

(a2b+ b2a)−
∑
cyc

a3
)
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=
∑
cyc

a3 + 3abc−
∑
cyc

ab(a+ b) ≥ 0.

注. 实际上, 只要 a, b, c 非负即可.

例例例16 设正数 a, b, c 满足 abc = 1, 证明

a2 + b2 + c2 + 3 ≥ 2
(1
a
+

1

b
+

1

c

)
.

解. 因 abc = 1, 故

2
(1
a
+

1

b
+

1

c

)
= 2

(1
a
+

1

b
+

1

c

)
abc = 2

∑
cyc

ab.

因 a2 + b2 + c2 + 3 =
(∑

cyc

a
)2

− 2
∑
cyc

ab+ 3, 故只需证(∑
cyc

a
)2

+ 3 ≥ 4
∑
cyc

ab.

由均值不等式知 a+ b+ c ≥ 3 3
√
abc = 3abc, 再由 Schur 不等式, 得(∑

cyc

a
)((∑

cyc

a
)2

+ 3− 4
∑
cyc

ab
)
=

(∑
cyc

a
)3

+ 3
∑
cyc

a− 4
(∑

cyc

ab
)(∑

cyc

a
)

≥
(∑

cyc

a
)3

+ 9abc− 4
(∑

cyc

ab
)(∑

cyc

a
)
≥ 0,

因此有
(∑

cyc

a
)2

+ 3 ≥ 4
∑
cyc

ab.

§ 5.2 不等式的解法

解不等式常用的方法有等价化归, 同解变形, 分类讨论, 数形结合, 以及利用不等式

与方程, 函数, 以及和其他知识之间的联系. 下面列出一些常见情形.

1. 一元多项式不等式

(1) ax > b.

(2) ax2 + bx+ c > 0.

(3) 简单的一元高次不等式: 数轴标根法.

2. 分式不等式

(1)
f(x)

g(x)
> 0 ⇐⇒ f(x)f(y) > 0.
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(2)
f(x)

g(x)
≥ 0 ⇐⇒

{
f(x)f(y) ≥ 0,

g(x) ̸= 0.
.

3. 无理不等式

(1)
√
f(x) <

√
g(x) ⇐⇒ 0 ≤ f(x) < g(x).

(2)
√
f(x) < g(x) ⇐⇒


f(x) ≥ 0,

g(x) ≥ 0,

f(x) < (g(x))2.

(3)
√
f(x) > g(x) ⇐⇒

{
f(x) ≥ 0,

g(x) < 0
或


f(x) ≥ 0,

g(x) ≥ 0,

f(x) > (g(x))2.

4. 含有绝对值的不等式: 利用绝对值的定义分类讨论, 数形结合, 或两边平方.

(1) |x| < c ⇐⇒

{
−c < x < c, c > 0,

∅, c ≤ 0.

(2) |f(x)| < g(x) ⇐⇒ −g(x) < f(x) < g(x).

(3) |x| > c ⇐⇒


x > c 或 x < −c, c > 0,

x ̸= 0, c = 0,

R, c < 0.

(4) |f(x)| > g(x) ⇐⇒ f(x) > g(x) 或 f(x) < −g(x).

(5) |f(x)| > |g(x)| ⇐⇒ (f(x))2 > (g(x))2 ⇐⇒ (f(x)+g(x))(f(x)−g(x)) > 0.

5. 指数不等式, 对数不等式, 三角函数不等式: 利用函数的单调性.

例例例1 解不等式 (2x − 1)(3x − 9)(5x − 125)2 > 0.

解. (−∞, 0) ∪ (2, 3) ∪ (3,+∞).

例例例2 解不等式 2x− |x− a| > 2.

解. 由 |x− a| < 2x− 2 知

−(2x− 2) < x− a < 2x− 2,

因此 x >
a+ 2

3
, x > 2− a, 即 x > max

{
2− a,

a+ 2

3

}
.

例例例3 若 0 ≤ x ≤ 2π, 则不等式 sin
(
x− π

6

)
> cos x 的解为 .
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解.
π

3
≤ x ≤ 4π

3
.

例例例4 设 0 ≤ θ < 2π, 解不等式 sin3 θ − cos3 θ ≥ cos θ − sin θ.

解. 由条件得 (sin θ − cos θ)(2 + sin θ cos θ) ≥ 0, 即 sin θ ≥ cos θ.

所以不等式的解集为
[π
4
,
5π

4

]
.

例例例5 设

f(x) =

{
−
√
1− x2, −1 ≤ x < 0,√

1− x2, 0 ≤ x ≤ 1.

解不等式 f(x) > f(−x) + x.

解. 当 x ∈ (0, 1] 时, −x ∈ [−1, 0), 要解的不等式为
√
1− x2 > −

√
1− (−x)2 + x,

即 2
√
1− x2 > x. 由此可解得 0 < x <

2√
5
.

当 x ∈ [−1, 0) 时, −x ∈ (0, 1], 要解的不等式为 −
√
1− x2 >

√
1− (−x)2 + x, 即

2
√
1− x2 < −x. 由此可解得 −1 < x < − 2√

5
.

当 x = 0 时, 不等式不成立.

综上, 不等式的解集为
(
− 1,− 2√

5

)
∪
(
0,

2√
5

)
.

例例例6 解不等式
√

log2 x− 1 +
1

2
log 1

2
(x3) + 2 > 0.

解. 设
√
log2 x− 1 = t, 则 t ≥ 0, 且不等式变为 t− 3

2
(t2 + 1) + 2 > 0, 即

3t2 − 2t− 1 < 0.

解出 0 ≤ t < 1, 进而 2 ≤ x < 4.

例例例7 解不等式 |x|3 − 2x2 + 1 < 0.

解. 要解的不等式可写为 |x|3 − 2|x|2 + 1 < 0. 因不等式

t3 − 2t2 + 1 < 0

的解集为
(
−∞,−

√
5− 1

2

)
∪
(
1,

√
5 + 1

2

)
, 故所求不等式的解集为(

−
√
5 + 1

2
,−1

)
∪
(
1,

√
5 + 1

2

)
.

例例例8 解不等式 lg
(
x− 1

x

)
≤ 0.
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解. 首先函数 f(x) = lg
(
x− 1

x

)
的定义域为 D =

{
x
∣∣∣ x− 1

x
> 0

}
. 再利用 lg 的单

调性, 知不等式的解集为 S =
{
x
∣∣∣ 0 < x− 1

x
≤ 1

}
. 利用二次函数的性质, 就有

0 ≤ x2 − 1

x
≤ 1 ⇐⇒ x2 − 1

x

(x2 − 1

x
− 1

)
≤ 0 ⇐⇒ (x2 − 1)(x2 − x − 1) ≤ 0

⇐⇒ (x+ 1)
(
x− 1−

√
5

2

)
(x− 1)

(
x− 1 +

√
5

2

)
≤ 0.

所以
{
x
∣∣∣ 0 ≤ x− 1

x
≤ 1

}
=

[
− 1,

1−
√
5

2

]
∪
[
1,

1 +
√
5

2

]
. 再注意方程 x− 1

x
= 0

的解集为 {−1, 1}, 就得到不等式的解集

S =
{
x
∣∣∣ 0 < x− 1

x
≤ 1

}
=

{
x
∣∣∣ 0 ≤ x− 1

x
≤ 1

}
\
{
x
∣∣∣ x− 1

x
= 0

}
=

([
− 1,

1−
√
5

2

]
∪
[
1,

1 +
√
5

2

])
\ {−1, 1}

=
(
− 1,

1−
√
5

2

]
∪
(
1,

1 +
√
5

2

]
.

注. 若 a < b, 则 a ≤ φ(x) ≤ b ⇐⇒ (φ(x)− a)(φ(x)− b) ≤ 0.

例例例9 解不等式
8

(x+ 1)3
+

10

x+ 1
− x3 − 5x > 0.

解. 注意到不等式可变为
( 2

x+ 1

)3

+ 5 · 2

x+ 1
> x3 + 5x.

因为 f(t) = t3 + 5t 在 R 上严格单调增, 故不等式的解集为

S =
{
x
∣∣∣ 2

x+ 1
> x

}
= (−∞,−2) ∪ (−1, 1).

例例例10 解不等式 (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) ≥ 24.

解. 由 (x2 − 5x+ 4)(x2 − 5x+ 6)− 24 ≥ 0 得 (x2 − 5x)2 + 10(x2 − 5x) ≥ 0, 因此

x(x− 5)(x2 − 5x+ 10) ≥ 0.

由此可求出不等式的解集为 (−∞, 0] ∪ [5,+∞).

例例例11 求不等式
√
x2 − 6x+ 13 +

√
x2 + 6x+ 13 < 8 的解集.

解. 注意曲线
√

(x+ 3)2 + y2 +
√

(x− 3)2 + y2 = 8 即
x2

16
+
y2

7
= 1. 所以二元不等

式
√
(x+ 3)2 + y2 +

√
(x− 3)2 + y2 < 8 的解集为椭圆

x2

16
+
y2

7
= 1 内的点集.

在此结论中, 令 y = 2 即得本题答案
(
− 4

7

√
21,

4

7

√
21
)
.
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例例例12 已知函数 f(x) =
√

1 +
√
1− x2 −

√
1 + x.

(1) 求 f 的定义域, 值域, 并证明 f 严格单调减;

(2) 解不等式
√

1 +
√
1− x2 −

√
1 + x ≥ 1

2
.

解. (1) f 的定义域为

D = {x
∣∣ 1 + x ≥ 0} ∩ {x

∣∣ 1− x2 ≥ 0} = [−1,+∞) ∩ [−1, 1] = [−1, 1].

设 g(t) = sin t, t ∈
[
− π

2
,
π

2
], 则

f(g(t)) =
√
1 + cos t−

√
1 + sin t

=
√
2 cos

t

2
− (sin

t

2
+ cos

t

2
)

= (
√
2− 1) cos

t

2
− sin

t

2

=

√
4− 2

√
2 cos

( t
2
+ ψ0

)
,

其中 ψ0 ∈
(
0,
π

2

)
, tanψ0 =

1√
2− 1

. 因
1√
2− 1

> 1 = tan
π

4
, 故 ψ0 ∈

(π
4
,
π

2

)
. 因为 cos

在
[
0,
π

2

]
上严格递减, 所以 f ◦ g 在

[
− π

2
,
π

2
] 上严格递减.

对任意的 x1, x2 ∈ [−1, 1], 因 g :
[
− π

2
,
π

2
] → [−1, 1] 是满射, 故存在 t1, t2 ∈ [−π

2
,
π

2
]

使得 x1 = g(t1), x2 = g(t2). 设 x1 < x2. 因为 g 是严格单调增, 而 g(t1) < g(t2),

故 t1 < t2. 再由 f ◦ g 严格单调减, 知 f(g(t1)) > f(g(t2)), 即 f(x1) > f(x2). 所以

f : [−1, 1] → R 严格单调减.

因此 f 的值域为 R = [f(1), f(−1)] = [1−
√
2, 1].

(2)因
1

2
∈ [1−

√
2, 1],故存在 x0 ∈ [−1, 1]使得 f(x0) =

1

2
. 因 f(x0) =

1

2
>

√
2−1 =

f(0), 故 x0 < 0, 即 x0 ∈ [−1, 0). 又存在 t ∈
[
− π

2
, 0), 使得 g(t) = x0, 于是 f(g(t)) =

1

2
,

即
√
1 + cos t−

√
1 + sin t =

1

2
. 两边平方得

2 + cos t+ sin t− 2
√

(1 + cos t)(1 + sin t) =
1

4
.

记 cos t + sin t = p, 则 sin t cos t =
1

2
(p2 − 1), 且由 t ∈

[
− π

2
, 0), 知 p ∈ [−1, 1). 将

cos t+ sin t = p 和 sin t cos t =
1

2
(p2 − 1) 代入上面的方程后, 再化简得

16p2 + 8p− 17 = 0.

由此可解出 p =
−1 + 3

√
2

4
. 再进一步解出 x0 = sin t =

3
√
2− 1−

√
13 + 6

√
2

8
. 所以不

等式的解集是
[
− 1,

3
√
2− 1−

√
13 + 6

√
2

8

]
.
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§ 5.3 证明不等式

OO 利利利用用用基基基本本本性性性质质质

例例例1 证明: 对任意正整数 n 都有 n
√
n! < n+1

√
(n+ 1)!.

解. 由
((n+ 1)!)n

(n!)n+1
=

(n+ 1)n

n!
> 1 立得.

例例例2 证明:
3

2
· 5
4
· · · · · 2n+ 1

2n
>

√
n+ 1.

解. 设 A =
3

2
· 5
4
· · · · · 2n+ 1

2n
. 因 k2 > k2 − 1 = (k − 1)(k + 1), 故

A2 =
(3
2
· 5
4
· · · · · 2n+ 1

2n

)
·
(3
2
· 5
4
· · · · · 2n+ 1

2n

)
=

3 · 3
2 · 4

· 5 · 5
4 · 6

· · · · · (2n+ 1) · (2n+ 1)

(2n) · (2n+ 2)
· 2n+ 2

2

> n+ 1.

例例例3 设 n 是正整数, 证明

1

n+ 1

(
1 +

1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
≥ 1

n

(1
2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
.

解. 记 A = 1 +
1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1
, B =

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
, 则

1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1
≥ 1

4
+ · · ·+ 1

2n
,

因此

nA− (n+ 1)B = n
(
1 +

1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
− (n+ 1)

(1
2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
≥ n

2
−

(1
2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)
≥ 0.

例例例4 设 x, y ∈ R, x2 + y2 ≤ 1, 证明 |x2 + 2xy − y2| ≤
√
2.

解. 记 r =
√
x2 + y2, 则存在 t ∈ R 使得 x = r cos t, y = r sin t. 于是

|x2 + 2xy − y2| = r2| cos 2t+ sin 2t| ≤
√
2r2 ≤

√
2.

例例例5 已知 k > a > b > c > 0, 证明: k2 − (a+ b+ c)k + (ab+ bc+ ca) > 0.

解. 因 (k − a)(k − b)(k − c) > 0, 故

0 < k3 − (a+ b+ c)k2 + (ab+ bc+ ca)k − abc

< k3 − (a+ b+ c)k2 + (ab+ bc+ ca)k
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= k(k2 − (a+ b+ c)k + (ab+ bc+ ca)).

OO 三三三角角角不不不等等等式式式

例例例6 设 f(x) = x2 + bx+ c, 证明 |f(1)|, |f(2)|, |f(3)| 中至少有一个不小于 1

2
.

解. 因 f(1) = 1 + b+ c, f(2) = 4 + 2b+ c, f(3) = 9 + 3b+ c, 故

f(2)− f(1) = b+ 3, f(3)− f(2) = b+ 5,

因此 f(1)− 2f(2) + f(3) = 2. 由三角不等式知

|f(1)|+ 2|f(2)|+ |f(3)| ≥ |f(1)− 2f(2) + f(3)| = 2.

所以 |f(1)|, |f(2)|, |f(3)| 中至少有一个不小于 1

2
.

例例例7 设 a, b, c ∈ R, ac ̸= 0, f(x) = ax2 + bx+ c, g(x) = cx2 + bx+ a, 且当 |x| ≤ 1 时,

|f(x)| ≤ 2. 证明: 当 |x| ≤ 1 时, |g(x)| ≤ 4.

解. 由条件知 |a− b+ c| = |f(−1)| ≤ 2, |c| = |f(0)| ≤ 2, |a+ b+ c| = |f(1)| ≤ 2. 当

|x| ≤ 1 时, 利用三角不等式, 得

|g(x)| = |(cx2 − c) + (bx+ a+ c)|

≤ |c| · |x2 − 1|+ |bx+ a+ c|

≤ |c|+max{|b · (−1) + a+ c|, |b · 1 + a+ c|}

≤ 4.

注. 这里用到了下述结论: 若 f(x) = Ax+B, 则

max
x∈[a,b]

|f(x)| = max{|f(a)|, |f(b)|}.

OO 二二二次次次函函函数数数判判判别别别式式式

例例例8 设 ai, bi ∈ R+ (i = 1, 2, · · · , n), a21 >
n∑

i=2

a2i , b
2
1 >

n∑
i=2

b2i . 证明:(
a1b1 −

n∑
i=2

aibi

)2

≥
(
a21 −

n∑
i=2

a2i

)(
b21 −

n∑
i=2

b2i

)
.

解. 设 f(x) =
(
a21 −

n∑
i=2

a2i

)
x2 − 2

(
a1b1 −

n∑
i=2

aibi

)
x+

(
b21 −

n∑
i=2

b2i

)
, 则

f(x) = (a1x− b1)
2 −

n∑
i=2

(aix− bi)2,
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故 f(0) = b21 −
n∑

i=2

b2i > 0, f
( b1
a1

)
= −

n∑
i=2

(
ai ·

b1
a1

− bi
)2

≤ 0, 因此 f(x) = 0 必有零点,

所以二次函数 f(x) 的判别式不小于 0.

例例例9 设实数 x1, x2, x3, y1, y2, y3 满足 x21 + x22 + x23 ≤ 1. 证明

(x1y1 + x2y2 + x3y3 − 1)2 ≥ (x21 + x22 + x23 − 1)(y21 + y22 + y23 − 1).

解. 只需在满足 x21 + x22 + x23 < 1 且 y21 + y22 + y23 < 1 的条件下证明.

这就是上题取 x0 = 1, y0 = 1 的情形.

OO 单单单调调调性性性和和和凸凸凸性性性

例例例10 设整数 n ≥ 3, 证明 nn+1 > (n+ 1)n.

解. 设 an =
nn+1

(n+ 1)n
, 则

an+1

an
=

(
1 +

1

n2 + 2n

)n+1

> 1,

故 {an} 严格单调增, 所以 n ≥ 3 时, an ≥ a3, 即

nn+1

(n+ 1)n
>

34

43
> 1.

例例例11 设正整数 n > 1. 证明:

(1)
1

2
− 1

n+ 1
<

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
<
n− 1

n
.

(2)
7

12
− 1

n+ 1
≤ 1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
≤ 3

4
− 1

n
.

解. (2) 设 an =
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
− 7

12
+

1

n+ 1
, 则

an+1 − an =
1

(n+ 1)2
+

1

n+ 2
− 1

n+ 1
=

1

(n+ 1)2
− 1

(n+ 1)(n+ 2)
> 0,

故 {an} 严格增, 因此, 当 n ≥ 2 时 an ≥ a2 = 0.

设 bn =
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
− 3

4
+

1

n
, 则

bn − bn+1 =
1

n
− 1

n+ 1
− 1

(n+ 1)2
> 0,

故 {bn} 严格减, 因此, 当 n ≥ 2 时 bn ≥ b2 = 0.

例例例12 已知正数 a, b, c 满足 a < b+ c, 证明
a

1 + a
<

b

1 + b
+

c

1 + c
.

解. 因 f(x) =
x

1 + x
在 (0,+∞) 上严格递增, 故

b

1 + b
+

c

1 + c
>

b

1 + b+ c
+

c

1 + b+ c
=

b+ c

1 + b+ c
>

a

1 + a
.
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例例例13 证明
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

3n+ 1
≤ 11

10
.

解. 设 f(n) =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

3n+ 1
, 则

f(n+ 1)− f(n) =
1

3n+ 2
+

1

3n+ 3
+

1

3n+ 4
− 1

n+ 1

=
2

(3n+ 2)(3n+ 3)(3n+ 4)

=
2

(9n2 + 15n+ 6)(3n+ 4)

≤ 2

(8n2 + 16n+ 6)(2n+ 5)

=
1

(2n+ 1)(2n+ 3)(2n+ 5)

=
1

4

( 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
− 1

(2n+ 3)(2n+ 5)

)
.

所以 f(n+ 1) < f(1) +
1

4
· 1

(2 · 1 + 1)(2 · 1 + 3)
=

11

10
.

OO 数数数学学学归归归纳纳纳法法法

例例例14 用数学归纳法证明:

(1) 1 +
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
< 2;

(2) 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
< 2.

例例例15 已知 a1, a2, · · · , an ∈ [1,+∞), 证明

a1 + a2 + · · ·+ an +
1

a1a2 · · · an
≤ 1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
+ a1a2 · · · an.

解. 对元素个数 n 用数学归纳法.

n = 1 时, 显然成立.

假设 n = k (k ≥ 1) 时结论成立. 当 n = k + 1 时,(
a1 + · · ·+ ak+1 +

1

a1 · · · ak+1

)
−

( 1

a1
+ · · ·+ 1

ak+1

+ a1 · · · ak+1

)
=
(
a1 + · · ·+ ak −

( 1

a1
+ · · ·+ 1

ak

))
+ ak+1 −

1

ak+1

+
1

a1 · · · ak+1

− a1 · · · ak+1

≤
(
a1 · · · ak −

1

a1 · · · ak

)
+ ak+1 −

1

ak+1

+
1

a1 · · · ak+1

− a1 · · · ak+1

=
(
a1 · · · ak − a1 · · · ak+1

)
+
( 1

a1 · · · ak+1

− 1

a1 · · · ak

)
+
(
ak+1 −

1

ak+1

)
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=(1− ak+1)a1 · · · ak +
1− ak+1

a1 · · · ak+1

+
(ak+1 − 1)(ak+1 + 1)

ak+1

=(1− ak+1)
(
a1 · · · ak +

1

a1 · · · ak+1

− ak+1 + 1

ak+1

)
=(1− ak+1)

(
a1 · · · ak − 1− a1 · · · ak − 1

a1 · · · ak+1

)
=(1− ak+1)(a1 · · · ak − 1)

(
1− 1

a1 · · · ak+1

)
=(1− ak+1)(a1 · · · ak − 1)(a1 · · · ak+1 − 1) · 1

a1 · · · ak+1

≤0.

OO 利利利用用用已已已知知知的的的不不不等等等式式式

例例例16 已知 a, b, c ∈ R, 证明
√
a2 + b2 +

√
b2 + c2 +

√
c2 + a2 ≥

√
2(a+ b+ c).

解. 由均值 (幂平均) 不等式得
√
a2 + b2 ≥ a+ b√

2
, 相加即可.

例例例17 设 n 是大于 1 的整数, 证明 C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n > n · 2n−1

2 .

解. 由二项式定理知 (1 + 1)n = C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cn

n , 故由均值不等式得

C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n = 2n − 1 = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2n−1

=
1

2

(
(1 + 2n−1) + (2 + 2n−2) + · · ·+ (2n−1 + 1)

)
=

1

2
· n · 2

√
2n−1 = n · 2

n−1
2 .

例例例18 设 a, b, c 是某三角形的三边长, 证明:

a2

b+ c− a
+

b2

c+ a− b
+

c2

a+ b− c
≥ a+ b+ c.

解. 证法 1. 由均值不等式有

a2

b+ c− a
+ (b+ c− a) ≥ 2a,

b2

c+ a− b
+ (c+ a− b) ≥ 2b,

c2

a+ b− c
+ (a+ b− c) ≥ 2c,

三式相加即得结论.

证法 2. 由
a

b+ c− a
+
b+ c− a

a
≥ 2 得

a

b+ c− a
− 1 ≥ 1− b+ c− a

a
, 故

a2

b+ c− a
+

b2

c+ a− b
+

c2

a+ b− c
− (a+ b+ c)
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=a
( a

b+ c− a
− 1

)
+ b

( b

c+ a− b
− 1

)
+ c

( c

a+ b− c
− 1

)
≥a

(
1− b+ c− a

a

)
+ b

(
1− c+ a− b

b

)
+ c

(
1− a+ b− c

c

)
=(2a− b− c) + (2b− c− a) + (2c− a− b) = 0.

注. 用权方和不等式或 Cauchy 不等式更直接.

例例例19 设 x, y, z ∈ R+, 证明:

y + z

2x
+
z + x

2y
+
x+ y

2z
≥ 2x

y + z
+

2y

z + x
+

2z

x+ y
.

解. 由均值不等式有 (y + z)2 ≥ 4yz, 故
y + z

yz
≥ 4

y + z
, 因此

x

y
+
x

z
= x · y + z

yz
≥ 4x

y + z
.

同理有

y

z
+
y

x
≥ 4y

z + x
,

z

x
+
z

y
≥ 4z

x+ y
.

三式相加即得结论.

例例例20 设 a, b, c ∈ R+, a+ 3b+ 5c = 15, 证明:
√
a+

√
5b+

√
2c ≤

√
46.

解. 设 x =
√
a, y =

√
5b, z =

√
2c, 则 x2 +

3

5
y2 +

5

2
z2 = 15. 由 Cauchy 不等式知

(x+ y + z)2 ≤
(
x2 +

3

5
y2 +

5

2
z2
)(

1 +
5

3
+

2

5

)
= 46.

例例例21 设 a, b ∈ R+, 整数 n ≥ 2, 证明
an + bn

2
≥

(a+ b

2

)n

.

解. 这是幂平均不等式, 也可直接证明. 不妨设 a ̸= b. 用二项式定理,

an + bn

2
=

1

2

((a+ b

2
+
a− b

2

)n

+
(a+ b

2
− a− b

2

)n)
=

1

2

n∑
k=0

Ck
n

(a+ b

2

)n−k((a− b

2

)k

+ (−1)k
(a− b

2

)k)
=

[n/2]∑
l=0

C2l
n

(a+ b

2

)n−2l(a− b

2

)2l

≥
(a+ b

2

)n

.
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例例例22 已知 an =
1

2

(
tn +

1

tn

)
(其中

1

2
≤ t ≤ 2), Tn 是数列 {an} 的前 n 项和. 证明:

Tn < 2n −
(√2

2

)n

.

解. 因为
1

2n
≤ tn ≤ 2n, 所以 max

t∈[ 1
2
,2]

(
tn +

1

tn

)
= 2n +

1

2n
. 再用均值不等式,

Tn ≤ 2n − 1 +
1

2
− 1

2n+1

= 2n −
(1
2
+

1

2n+1

)
< 2n −

√
1

2n
.

例例例23 证明:

(1) 若 x, y, z ∈ R, 则 x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx.

(2) 若 a, b, c ∈ R+, a+ b+ c = 1, 则 a2 + b2 + c2 + 2
√
3abc ≤ 1.

(3) 若 a, b, c ∈ R+, abc = 1, 则
√
a+

√
b+

√
c ≤ 1

a
+

1

b
+

1

c
.

解. (1) 由 (x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 ≥ 0 立得结论.

(2) 由 (1) 得 a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ a2bc+ b2ca+ c2ab = abc(a+ b+ c) = abc, 故

3abc ≤ (a2b2 + b2c2 + c2a2) + 2(a2bc+ b2ca+ c2ab) = (ab+ bc+ ca)2.

所以

a2 + b2 + c2 + 2
√
3abc ≤ a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca) = (a+ b+ c)2 = 1.

(3) 由均值不等式有
√
a =

√
1

b
· 1
c
≤ 1

2

(1
b
+

1

c

)
.

同理有另外两个不等式, 三式相加即得结论.

例例例24 已知 a, b, c ∈ R+, abc = 1, 证明:

1

(2a+ 1)3
+

1

(2b+ 1)3
+

1

(2c+ 1)3
≥ 1

9
.

解. 由均值不等式知
1

(2a+ 1)3
+

1

27
+

1

27
≥ 1

3(2a+ 1)
, 故

1

(2a+ 1)3
+

1

(2b+ 1)3
+

1

(2c+ 1)3
≥ 1

3

( 1

2a+ 1
+

1

2b+ 1
+

1

2c+ 1

)
− 2

9
.

因此只需证

1

2a+ 1
+

1

2b+ 1
+

1

2c+ 1
≥ 1.

通分即知要证 a+ b+ c ≥ 3. 由均值不等式知这是显然的.
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§ 5.4 函数的值域,最大值和最小值

对映射 f : X → Y , 称集合 {y ∈ Y :存在 x ∈ X 使得 y = f(x)} 为 f 的值域. 通常

把 f 的值域记为 f(X), Ran(f), 或 Rf .

若 f : X → R 的值域中有最小的元素, 则称其最小元素为 f 的最小值, 此时也说 f

有最小值. 通常把 f 的最小值记为 min f , min
x∈X

f(x), 或 fmin.

若 f : X → R 的值域中有最大的元素, 则称其最大元素为 f 的最大值, 此时也说 f

有最大值. 通常把 f 的最小值记为 max f , max
x∈X

f(x), 或 fmax.

例例例1

(1) f : R → R, x 7→ x2 的值域为 [0,+∞), 有最小值 0, 但没有最大值.

(2) g : R → R, x 7→ [x] 的值域为 Z, 没有最大值, 也没有最小值.

(3) h : R×R \ {(0, 0)} → R, (x, y) 7→ ln(x2 + y2) 的值域为 R, 没有最大值和最小值.

(4) 恒同映射 IX : X → X, x→ x 的值域为 X.

例例例2 设 a, b 是正数, a+ b = 2, 求
1

1 + a
+

1

1 + b
的最小值.

解. 由 Cauchy 不等式知 ((1 + a) + (1 + b))
( 1

1 + a
+

1

1 + b

)
≥ 4, 故

1

1 + a
+

1

1 + b
≥ 4

(1 + a) + (1 + b)
= 1.

当 a = b = 1 时,
1

1 + a
+

1

1 + b
≥ 4

(1 + a) + (1 + b)
= 1, 因此所求的最小值为 1.

例例例3 设 f(a, b) = (a+ 5− 3| cos b|)2 + (a− 2| sin b|)2, 求 min
a,b∈R

f(a, b).

解. 由恒等式 2(x2 + y2) = (x+ y)2 + (x− y)2 知 x2 + y2 ≥ 1

2
(x− y)2, 因此

f(a, b) ≥ 1

2
(5− 3| cos b|+ 2| sin b|)2 ≥ 1

2
(5− 3)2 = 2.

当且仅当 a = −1, b = kπ (k 为整数) 时, f(a, b) = 2. 所以 min
a,b∈R

f(a, b) = 2.

例例例4 22 求 z = (a− b)2 +
(√

2− a2 − 9

b

)2

的最小值.

解. 设 A(a,
√
2− a2), B

(
b,
9

b

)
, O(0, 0), 得 z = |AB|2, |OA|2 = 2, |OB|2 = b2 +

81

b2
.

由均值不等式得 |OB|2 = b2 +
81

b2
≥ 18, 故 |OB| ≥ 3

√
2.

由三角不等式得 |AB| ≥ |OB| − |OA| = |OB| −
√
2 ≥ 2

√
2, 故 z = |AB|2 ≥ 8.
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分析取等条件知, 当 (a, b) = (1, 3) 时 z = 8. 所以 zmin = 8.

例例例5 设 xk, yk (k = 1, 2, 3) 均为非负实数, 求

f =
√
(2007−y1−y2−y3)2+x23 +

√
y23+x

2
2 +

√
y22+x

2
1 +

√
y21+(x1+x2+x3)2

的最小值.

解. 由三角不等式得

f =
√
(2007−y1−y2−y3)2+x23 +

√
y23+x

2
2 +

√
y22+x

2
1 +

√
y21+(x1+x2+x3)2

≥
√

((2007−y1−y2−y3) + y3 + y2 + y1)2 + (x3 + x2 + x1 + (−x1−x2−x3))2

= 2007.

当 x1 = x2 = x3 = y1 = y2 = y3 = 0 时 f = 2007. 所以 fmin = 2007.

例例例6 已知正数 a, b, c满足 a+ b+ c = 1,求
1

a(1 + b)
+

1

b(1 + c)
+

1

c(1 + a)
的最小值.

解. 由 Cauchy 不等式, 得∑
cyc

1

a(1 + b)
≥ 9∑

cyc

a(1 + b)
=

9∑
cyc

a+
∑
cyc

ab
=

9

1 +
∑
cyc

ab
.

再由 1 = (a+ b+ c)2 =
∑
cyc

a2 + 2
∑
cyc

ab ≥ 3
∑
cyc

ab, 得∑
cyc

1

a(1 + b)
≥ 9

1 +
1

3

=
27

4
,

当 a = b = c =
1

3
时等号成立, 故所求的最小值为

27

4
.

例例例7 设 a, b 是正常数, 求 y =
a

sin x
+

b

cosx
(0 < x <

π

2
) 的最小值.

解. 对任意的正数 k, 都有

y =
a

sin x
+

b

cos x
+ k(sin2 x+ cos2 x− 1)

=
( a

2 sin x
+

a

2 sin x
+ k sin2 x

)
+
( b

2 cos x
+

b

2 cos x
+ k cos2 x

)
− k

≥ 3
3

√( a

2 sin x

)2

· k sin2 x+ 3
3

√( b

2 cos x

)2

· k cos2 x− k

= 3
3

√
k

4

(
a

2
3 + b

2
3

)
− k.

进而可得, 当且仅当 x = arctan 3

√
a

b
时, y 取到最小值 ymin =

(
a

2
3 + b

2
3

) 3
2 .
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例例例8 设 c ̸= 0, 当非零实数 a, b 满足 4a2 − 2ab + 4b2 − c = 0, 且使 |2a + b| 最大时,

3

a
− 4

b
+

5

c
的最小值是 .

解. 设 2a+ b = t, 则 2a = t− b, 故 (t− b)2 − (t− b)b+ 4b2 − c = 0, 即

6b2 − 3bt+ t2 − c = 0.

因上面关于 b 的二次方程有实数解, 故 (3t)2 − 24(t2 − c) ≥ 0, 即 |t| ≤
√

8c

5
. 当 |t| 取得

最大值

√
8c

5
时, c =

5t2

8
, b =

t

4
, a =

3t

8
. 此时

3

a
− 4

b
+

5

c
=

8

t
− 16

t
+

8

t2
= 8

(1
t
− 1

2

)2

− 2 ≥ −2.

例例例9 若 a, b ∈ R+, a+
√
b2 + 8 = 4, 则

3

a
+

1

b
的最小值为 .

解. 由 Cauchy 不等式, 有
√
b2 + 8 =

√
b2 + 12 + · · ·+ 12 ≥ b+ 8

3
, 当且仅当 b = 1

时取等号. 所以

4 = a+
√
b2 + 8 ≥ a+

b+ 8

3
=

3a+ b

3
+

8

3
,

即 3a+ b ≤ 4. 再由

4
(3
a
+

1

b

)
≥ (3a+ b)

(3
a
+

1

b

)
= 10 + 3

( b
a
+
a

b

)
≥ 16

知, 当且仅当 a = b = 1 时,
3

a
+

1

b
取最小值 4.

例例例10 若正数 a, b, c 满足 abc + a + c = b, 则
2

a2 + 1
+

3

c2 + 1
− 2

b2 + 1
的最大值

为 .

解. 由 b =
a+ c

1− ac
知, 可设

a = tanα, c = tan β, b = tan(α+ β),

α, β, α+ β ∈
(
0,
π

2

)
, 则

2

a2 + 1
+

3

c2 + 1
− 2

b2 + 1
= 2 cos2 α− 2 cos2(α+ β) + 3 cos2 β

= cos 2α− cos 2(α+ β) + 3 cos2 β

= (1− cos 2β) cos 2α+ sin 2α sin 2β + 3 cos2 β

= 2 sin2 β cos 2α+ sin 2α sin 2β + 3 cos2 β

= 2 sin β sin(2α+ β) + 3 cos2 β
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≤ 2 sin β + 3 cos2 β = −3 sin2 β + 2 sin β + 3

=
10

3
− 3

(
sin β − 1

3

)2

≤ 10

3
,

当且仅当

sin(2α+ β) = 1

sin β =
1

3

即


α =

1

2
arccos

1

3

β = arcsin
1

3

, 也即 a =

√
2

2
, b =

√
2, c =

√
2

4
时,

原式取最小值
10

3
.

例例例11 已知 x, y ∈ R, 且 x2 + y2 ≤ 1, 则 x+ y − xy 的最大值为 .

解. 解法 1. 设 x = r cos θ, y = r sin θ, 其中 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ < 2π.

当 r = 0 时, 显然有 x+ y − xy = 0.

当 0 < r ≤ 1 时,

x+ y − xy = r(sin θ + cos θ)− r2 sin θ cos θ.

设 sin θ + cos θ = t (−
√
2 ≤ t ≤

√
2), 则 sin θ cos θ =

t2 − 1

2
, 于是

x+ y − xy = rt− r2

2
(t2 − 1) =

r2 + 1

2
− r2

2

(
t− 1

r

)2

≤ r2 + 1

2
≤ 1,

当且仅当 r = 1 且 t = 1, 即 (x, y) = (1, 0) 或(0, 1) 时, (x+ y − xy)max = 1.

解法 2. 设 x+ y = t, 则 t2 = x2 + y2 + 2xy ≤ 1 + 2xy, 即 xy ≥ t2 − 1

2
, 因此

x+ y − xy ≤ t− t2 − 1

2
= 1− (t− 1)2

2
≤ 1.

例例例12 设 x, y ∈ R, 且 4x2 − 5xy + 4y2 = 5. 记 S = x2 + y2, 则
1

Smin

+
1

Smax

= .

解. 由 S = x2 + y2, 可设 x2 =
S

2
+ t, y2 =

S

2
− t, 代入 4x2 − 5xy+4y2 = 5 中, 整理

可得到

(4S − 5)2 = 25
(S2

4
− t2

)
,

于是

39S2 − 160S + 100 = −100t2 ≤ 0,

解出
10

13
≤ S ≤ 10

3
. 经检验知, 当且仅当 x = y 时, S =

10

3
; x = −y 时, S =

10

13
.

例例例13 已知 x, y, z ∈ R+, 满足

x2

1 + x2
+

y2

1 + y2
+

z2

1 + z2
= 2,

求
x

1 + x2
+

y

1 + y2
+

z

1 + z2
的最大值.
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解. 由条件知

1

1 + x2
+

1

1 + y2
+

1

1 + z2
= 1,

再由 Cauchy 不等式知

2 =
( x2

1 + x2
+

y2

1 + y2
+

z2

1 + z2

)( 1

1 + x2
+

1

1 + y2
+

1

1 + z2

)
≥

( x

1 + x2
+

y

1 + y2
+

z

1 + z2

)2

.

因此所求的最大值为
√
2.

例例例14 已知 a, b, c ∈ R+, abc = 1, 求 S =
1

2a+ 1
+

1

2b+ 1
+

1

2c+ 1
的最小值.

解. 设 a =
x

y
, b =

y

z
, c =

z

x
, 其中 x, y, z ∈ R+, 得

S =
y

2x+ y
+

z

2y + z
+

x

2z + x
.

由 Cauchy 不等式得

(x+ y + z)2S

=
(
y(2x+ y) + z(2y + z) + x(2z + x)

)( y

2x+ y
+

z

2y + z
+

x

2z + x

)
≥(x+ y + z)2,

故 S ≥ 1. 当 x = y = z 即 a = b = 1 时 S = 1. 所以 S 的最小值为 1.

例例例15 (1) 设 m > 0, n > 0, m+ n = 1, 求证:
(
m+

1

m

)2

+
(
n+

1

n

)2

≥ 25

2
.

(2) 已知 sin θ + 2 cos θ = 1, 求
sin θ − cos θ

sin θ + cos θ
.

解. (1) 设 m =
1

2
− d, n =

1

2
+ d, 其中 |d| < 1

2
, 则(

m+
1

m

)2

+
(
n+

1

n

)2

≥ 2
(
m+

1

m

)(
n+

1

n

)
=

8d4 + 12d2 +
25

2
1− 4d2

≥ 25

2
.

(2) 设 sin θ =
1

2
− d, 2 cos θ =

1

2
+ d, 再由 sin2 θ + cos2 θ = 1 得(1

2
− d

)2
+
(1
4
+
d

2

)2
= 1,

故 d = −1

2
或

11

10
, 因此

sin θ − cos θ

sin θ + cos θ
=

1− 6d

3− 2d
= 1 或 − 7.
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例例例16 (1) 已知正数 x, y 满足 x+ 2y = 1, 求证:
1

x
+

1

y
≥ 3 + 2

√
2.

(2) 已知正数 a, b 满足 a+ b = 1, 求证:
√
2a+ 1 +

√
2b+ 1 的最大值是 2

√
2.

解. (1) 对任意的 λ > 0, 都有

1

x
+

1

y
=

1

x
+

1

y
+ λ(x+ 2y − 1)

=
(1
x
+ λx

)
+
(1
y
+ 2λy

)
− λ

≥ 2
√
λ+ 2

√
2λ− λ = 3 + 2

√
2−

(√
λ−

√
2− 1

)2

,

所以, 当
√
λ =

√
2 + 1, x =

√
2− 1, y = 1−

√
2

2
时,

1

x
+

1

y
取最小值 3 + 2

√
2.

(2) 对任意的 λ > 0, 都有

√
2a+ 1 +

√
2b+ 1 =

1

λ

(
λ
√
2a+ 1 + λ

√
2b+ 1

)
≤ 1

λ

(λ2 + 2a+ 1

2
+
λ2 + 2b+ 1

2

)
= λ+

2

λ
,

即
√
2a+ 1+

√
2b+ 1 ≤ λ+

2

λ
,当且仅当 λ =

√
2a+ 1 =

√
2b+ 1时取等号.又 a+b = 1,

所以当 λ =
√
2 时, 可得当且仅当 a = b =

1

2
时,

√
2a+ 1 +

√
2b+ 1 取最大值 2

√
2.

例例例17 设 x, y, z 满足 x2 + y2 + z2 = 1, 求 xy + 2xz 的最大值.

解. 解法 1. 设 0 < λ < 1, 由均值不等式得

1 = x2 + y2 + z2 = (λx2 + y2) +
(
(1− λ)x2 + z2

)
≥ 2

√
λxy + 2

√
1− λxz.

令 2
√
λ : 2

√
1− λ = 1 : 2, 得 λ =

1

5
, 进而可得

1 =x2 + y2 + z2 =
(1
5
x2 + y2

)
+
(4
5
x2 + z2

)
≥ 2√

5
(|xy|+ 2|xz|) ≥ 2√

5
(xy + 2xz).

因此

xy + 2xz ≤
√
5

2
,

当且仅当 xy ≥ 0, xz ≥ 0,
1

5
x2 = y2,

4

5
x2 = z2, x2 + y2 + z2 = 1 时等号成立.

所以当 (x, y, z) =
(√2

2
,

√
10

10
,

√
10

5

)
或

(
−

√
2

2
,−

√
10

10
,−

√
10

5

)
时, xy + 2xz 取最

大值

√
5

2
.
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解法 2. 可设 x = sin θ, y = cos θ cosφ, z = cos θ sinφ, 其中 θ, φ ∈ R, 则

xy + 2xz = sin 2θ
(
sinφ+

1

2
cosφ

)
≤

√
5

2
,

当且仅当

 sin 2θ = 1

sinφ+
1

2
cosφ =

√
5

2

时等号成立. 所以当 (x, y, z) =
(√2

2
,

√
10

10
,

√
10

5

)
或

(
−

√
2

2
,−

√
10

10
,−

√
10

5

)
时, xy + 2xz 取到最大值

√
5

2
.

例例例18 设实数 x, y 满足 3 ≤ xy2 ≤ 8, 4 ≤ x2

y
≤ 9, 求

x3

y4
的取值范围.

解. 由
x3

y4
=

(x2
y

)2( 1

xy2

)
, 以及所给的不等式, 得

2 = 42 · 1
8
≤ x3

y4
≤ 92 · 1

3
= 27.

例例例19 设 g : R \ {0} → R, x 7→ 1

2

(
x+

1

x

)
, 求 g 的值域.

解. 若 x ∈ R \ {0}, 因 x 与
1

x
同号, 故由三角不等式和均值不等式, 可得

|g(x)| =
∣∣∣1
2

(
x+

1

x

)∣∣∣ = 1

2

(
|x|+

∣∣∣1
x

∣∣∣) ≥ 1,

因此 Rg ⊆ (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

若 z ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞), 即 |z| ≥ 1, 令 x = z +
√
z2 − 1, 则 x ∈ R \ {0}, 且

g(x) =
1

2

(
z +

√
z2 − 1 +

1

z +
√
z2 − 1

)
= z,

故 z ∈ Rg. 因此 (−∞,−1] ∪ [1,+∞) ⊆ Rg.

综上有 Rg = (−∞,−1] ∪ [1,+∞),

例例例20 设实数 x, y 满足 x2 + 2xy − 1 = 0, 求 x+ y 的取值范围.

解. 问题可重述为: 设

D = {(x, y) ∈ R× R : x2 + 2xy − 1 = 0},

f : D → R, (x, y) → x+ y,

求 f 的值域.

解法 1. 首先

D = {(x, y) ∈ R× R : x2 + 2xy − 1 = 0}

= {(x, y) ∈ R× R : x ̸= 0, x2 + 2xy = 1}
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=
{
(x, y) ∈ R× R : x ̸= 0, y =

1− x2

2x

}
=

{(
x,

1− x2

2x

)
∈ R× R : x ̸= 0

}
,

因此

f(D) = {z ∈ R :存在 (x, y) ∈ D 使得 z = x+ y}

=
{
z ∈ R :存在 x ∈ R 使得 x ̸= 0, z = x+

1− x2

2x

}
=

{
x+

1− x2

2x
: x ∈ R \ {0}

}
.

设 g : R \ {0} → R , x 7→ 1

2

(
x+

1

x

)
, 则 Rf = Rg.

若 x ∈ R \ {0}, 因 x 与
1

x
同号, 故由均值不等式, 可得

|g(x)| =
∣∣∣1
2

(
x+

1

x

)∣∣∣ = 1

2

(
|x|+

∣∣∣1
x

∣∣∣) ≥ 1,

因此 Rg ⊆ (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

若 z ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞), 即 |z| ≥ 1, 令 x = z +
√
z2 − 1, 则 x ∈ R \ {0}, 且

g(x) =
1

2

(
z +

√
z2 − 1 +

1

z +
√
z2 − 1

)
= z,

故 z ∈ Rg. 因此 (−∞,−1] ∪ [1,+∞) ⊆ Rg.

综上有 Rg = (−∞,−1] ∪ [1,+∞), 所以 Rf = (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

解法 2. 因 x ̸= 0, 故可解出 y =
1− x2

2x
, 因此 x+ y = x+

1− x2

2x
=

1

2

(
x+

1

x

)
.

所以 x+ y 的取值范围是 (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

例例例21 设实数 x, y 满足 x2 − 3xy + y2 = 2, 求 x2 + y2 的取值范围.

解. 令 x = u+ v, y = u− v, 则 x2 + y2 = 2(u2 + v2), 5v2 − u2 = 2.

由 5(v2 + u2) = (5v2 − u2) + 6u2 = 2 + 6u2 ≥ 2, 得 u2 + v2 ≥ 2

5
.

因此有 x2 + y2 = 2(u2 + v2) ≥ 4

5
(当 u = 0 时取等号).

所以 x2 + y2 取值范围是
[4
5
,+∞

)
.

例例例22 设实数 x, y 满足 x2 − xy + y2 = 1, 求 x2 − y2 的取值范围.

解. 为消去交叉项仍做替换 x = u+ v, y = u− v, 则 u2 + 3v2 = 1,

x2 − y2 = 4uv.
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再设 u = cos t, v =
1√
3
sin t, 则

x2 − y2 = 4uv =
4√
3
sin t cos t =

2√
3
sin 2t.

所以 x2 − y2 的取值范围是
[
− 2√

3
,

2√
3

]
.

例例例23 求函数 f(x) =
x4 − 8x3 + 23x2 − 28x+ 21

x2 − 4x+ 4
(|x| ≤ 1) 的值域.

解. 由 x4 − 8x3 + 23x2 − 28x+ 21 = (x− 2)4 − (x− 2)2 + 9 知

f(x) = (x− 2)2 +
9

(x− 2)2
− 1.

由 |x| ≤ 1 知 1 ≤ (x− 2)2 ≤ 9. 因此 f(x) 的值域为 [5, 9].

例例例24 若正数 x, y 满足
7x− 9y

xy + y2
= x, 则 y 的范围是 .

解. 由条件得 (x2 + 9)y = x(7− y2), 故

7− y2

y
=
x2 + 9

x
≥ 6.

得 0 < y ≤ 1.

例例例25 若正数 x, y 满足 x+
2

x
+ 3y +

4

y
= 10, 则 xy 的范围是 ,

y

x
的范围

是 .

解. 解法 1. 由均值不等式知

10 =
(
x+

4

y

)
+
(
3y +

2

x

)
≥ 2

√(
x+

4

y

)(
3y +

2

x

)
= 2

√
3xy +

8

xy
+ 14,

故 3xy +
8

xy
+ 14 ≤ 25, 因此 1 ≤ xy ≤ 8

3
.

当且仅当 x+
4

y
= 3y+

2

x
= 5, 即 (x, y) = (1, 1) 时 xy = 1; 当且仅当 (x, y) =

(
2,

4

3

)
时 xy =

8

3
.

仍由均值不等式知

10 = (x+ 3y) +
(2
x
+

4

y

)
≥ 2

√
(x+ 3y)

(2
x
+

4

y

)
= 2

√
6y

x
+

4x

y
+ 14,

故
6y

x
+

4x

y
≤ 11, 得 6

(y
x

)2

− 11
(y
x

)
+ 4 ≤ 0, 因此

1

2
≤ y

x
≤ 4

3
.

解法 2. 设 xy = t (t > 0), 即 y =
t

x
. 由题设, 得

(
1 +

4

t

)
x+

2 + 3t

x
= 10, 即

(t+ 4)x2 − 10tx+ (3t2 + 2t) = 0.

因 t > 0, 故上述关于 x 的方程是二次方程, 并且其两根之积, 之和, 均为正数, 因此

(−10t)2 − 4(t+ 4)(3t2 + 2t) ≥ 0.
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由此可解出 1 ≤ t ≤ 8

3
.

例例例26 若实数 x, y 满足 x− 4
√
y = 2

√
x− y, 则 x 的范围是 .

解. 设
√
y = a (a ≥ 0),

√
x− y = b (b ≥ 0), 则 x = a2 + b2, 并且

a2 + b2 − 4a = 2b,

即

(a− 2)2 + (b− 1)2 = 5, a ≥ 0, b ≥ 0.

注意 a2 + b2 表示圆 (x− 2)2 + (y− 1)2 = 5 上的点 (a, b) 到原点距离的平方, 所以 x

的取值范围是 {0} ∪ (4, 20].

例例例27 若实数 x, y 满足 x2 + xy − 2y2 = 1, 求 S = 3x2 − y2 的范围.

解. 因 (x + 2y)(x − y) = 1, 故令 x + 2y = m, x − y = n, 则 mn = 1, x =
m+ 2n

3
,

y =
m− n

3
, 因此, 由均值不等式得

S =
2

9
m2 +

11

9
n2 +

14

9
mn ≥ 2

√
22

9
mn+

14

9
mn =

2
√
22

9
+

14

9
,

当且仅当
√
2m =

√
11n 且 mn = 1 时取等号.

例例例28 若 a, b 满足 a
√
1− b2 + b

√
1− a2 = 1, 求 a2 + b2 的取值范围.

解. 由 Cauchy 不等式知

1 =
(
a
√
1− b2 + b

√
1− a2

)2

≤ (a2 + 1− a2)(b2 + 1− b2) = 1.

由取等条件知
√
1− a2

√
1− b2 = ab, 整理即得 a2 + b2 = 1.
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§ 5.5 不等式中的参数

1. 含参数的不等式: 利用函数的定义域和单调性来进行分类讨论.

2. 不等式恒成立, 能成立, 恰成立的问题: 用函数或方程的思想, 通过分离变量转化为

最值问题, 也可以根据不等式的特征利用数形结合法.

(1) 恒成立问题

(i) f(x) ≥ λ 对 x ∈ D 恒成立 ⇐⇒ λ ≤ inf
x∈D

f(x).

(ii) f(x) ≤ λ 对 x ∈ D 恒成立 ⇐⇒ λ ≥ sup
x∈D

f(x).

(2) 能成立问题

(i) 存在 x0 ∈ D 使 f(x0) > λ 成立 ⇐⇒ sup
x∈D

f(x) > λ.

(ii) 存在 x0 ∈ D 使 f(x0) < λ 成立 ⇐⇒ inf
x∈D

f(x) < λ.

♣ 若 f 在 D 上有最大值和最小值, 则

(iii) 存在 x0 ∈ D 使 f(x0) ≥ λ 成立 ⇐⇒ λ ≤ max
x∈D

f(x).

(iv) 存在 x0 ∈ D 使 f(x0) ≤ λ 成立 ⇐⇒ λ ≥ min
x∈D

f(x).

(3) 恰成立问题

f(x) > λ 恰在区间 D 上成立 ⇐⇒ f(x) > λ 的解集为 D.

例例例1 求使得关于 x 的不等式
√
x− 3 +

√
6− x ≥ k 有解的实数 k 的最大值.

解. 设 f(x) =
√
x− 3 +

√
6− x, 由 Cauchy 不等式知

(f(x))2 ≤ ((x− 3) + (6− x)) · (1 + 1) = 6,

当 x =
9

2
时等号成立, 故 f(x) 的最大值为

√
6.

所以使得 f(x) ≥ k 有解的 k 的最大值为
√
6.

例例例2 设对任意 x, y ∈ R+, 不等式
√
x+

√
y ≤ a

√
x+ y 都成立, 求 a 的最小值,

解. 由均值不等式知(√x+√
y

√
x+ y

)2

≤ 2
( x

x+ y
+

y

x+ y

)
= 2,
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当且仅当 x = y 时等号成立, 故 k 的最小值为
√
2.

例例例3 设 x, y, z 是直角三角形的三边长, 且 z 是斜边长. 当不等式

x2(y + z) + y2(z + x) + z2(x+ y) ≥ kxyz

恒成立时, 求参数 k 的最大值, 并指出何时等号成立.

解. 不妨设 z = 1, x = cos t, y = sin t, 以及 x ≥ y, 即 0 < t ≤ π

4
. 记 p = sin t+cos t,

则 1 < p ≤
√
2, 因此

x2(y + z) + y2(z + x) + z2(x+ y)

xyz
=

2 + (sin t+ cos t)(2 + 2 sin t cos t)

2 sin t cos t

=
2 + p(2 + p2 − 1)

p2 − 1

= (p− 1) +
2

p− 1
+ 1

≥ (
√
2− 1) +

2√
2− 1

+ 1

= 2 + 3
√
2.

当且仅当 sin t+ cos t =
√
2, 即 t =

π

4
时等号成立. 所以 k 的最大值为 2 + 3

√
2.

例例例4 若 a, b, c, k ∈ R+, 且
kabc

a+ b+ c
≥ (a+ b)2 + (a+ b+ 4c)2, 求 k 的最小值.

解. 由均值不等式, 得 a+ b+ c =
a

2
+
a

2
+
b

2
+
b

2
+ c ≥ 5

5

√
a2b2c

16
, 以及

(a+ b)2 + (a+ b+ 4c)2 = (a+ b)2 + ((a+ 2c) + (b+ 2c))2

≥ (2
√
ab)2 + (2

√
2ac+ 2

√
2bc)2

= 4(ab+ 2ac+ 2bc+ 2c
√
ab+ 2c

√
ab)

≥ 20
5
√
16a3b3c4.

因此有

((a+ b)2 + (a+ b+ 4c)2) · (a+ b+ c)

abc
≥ 100,

当且仅当 a = b = 2c 时等号成立. 所以 k 的最小值为 100.

例例例5 如果关于 x 的不等式 ax2 − |x+ 1|+ 2a < 0 的解集为空集, 求 a 的取值范围.

解. 首先, 不等式 ax2 − |x+ 1|+ 2a < 0 的解集为空集 ⇐⇒ 对任意的 x ∈ R 都有

ax2 − |x+ 1|+ 2a ≥ 0, 即 a ≥ |x+ 1|
x2 + 2

. 所以 a ≥ sup
x∈R

{ |x+ 1|
x2 + 2

}
.
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记 f(x) =
|x+ 1|
x2 + 2

, 则 f(−1) = 0. 当 x ̸= −1 时, f(x) ̸= 0,

1

f(x)
=

(x+ 1)2 − 2(x+ 1) + 3

|x+ 1|

= |x+ 1|+ 3

|x+ 1|
− 2

x+ 1

|x+ 1|

≥ |x+ 1|+ 3

|x+ 1|
− 2

≥ 2(
√
3− 1).

所以 f(x) ≤ 1

2(
√
3− 1)

=

√
3 + 1

4
. 而 f(

√
3 − 1) =

√
3 + 1

4
, 故 f 的最大值为

√
3 + 1

4
,

因此 a 的取值范围是
[√3 + 1

4
, +∞

)
.

例例例6 设实数 a 使不等式 |2x − a| + |3x − 2a| ≥ a2 对任意的 x 恒成立, 求满足条件

的 a 组成的集合 A.

解. 显然 0 ∈ A. 当 a ̸= 0 时, 设 x = ka, 则对任意的 k ∈ R, 恒有不等式

|2k − 1|+ |3k − 2| ≥ |a|.

所以 |a| ≤ 1

3
. 综上, A =

[
− 1

3
,
1

3

]
.

例例例7 若 x ∈ [−1, 1] 时, ax3 − 3x+ 1 ≥ 0 恒成立, 求 a 的范围.

解. (解法 1) 设 x = sinα. 由 sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α 得

(4− a) sin3 α ≤ 1− sin 3α

恒成立.

取 α =
π

6
, 得 a ≥ 4; 取 α = −π

2
, 得 a ≤ 4. 所以必须有 a = 4.

反过来还可验证 a = 4 时, 上式恒成立.

(解法 2) 设 0 < x ≤ 1, 则 a ≥ 3x− 1

x3
, 因此对任意的 t ≥ 1 都有 a ≥ t2(3 − t), 故

a ≥ sup
t≥1

t2(3− t). 由均值不等式知 t2(3− t) = 4 · t
2
· t
2
(3− t) ≤ 4, 且当 t = 2 时等号成

立, 故 sup
t≥1

t2(3− t) = 4. 所以 a ≥ 4.

另一方面, 对任意的 t ≥ 1 都有 −1 ≤ −1

t
< 0, 故 a

(
− 1

t

)3

− 3
(
− 1

t

)
+ 1 ≥ 0, 因

此 a ≤ 3t2 + t3, 再由单调性知 a ≤ inf
t≥1

(3t2 + t3) = 4.

综上应有 a = 4. 最后验证 a = 4 满足要求.
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例例例8 设 x > 0, a > 0, 求使不等式
√
1 + x ≥ 1 +

x

2
− x2

a
成立的 a 的最大值.

解. 设
√
1 + x = t, 其中 t > 1, 则 x = t2 − 1. 题中不等式即

t− 1 ≥ t2 − 1

2
− (t2 − 1)2

a
,

即

1 ≥ t+ 1

2
− (t− 1)(t+ 1)2

a
,

就是

t− 1

2
≤ (t− 1)(t+ 1)2

a
,

也就是

1

2
≤ (t+ 1)2

a
.

因为上式对任意的 t > 1 恒成立, 所以 a > 0, 且 a ≤ 2(t+ 1)2 对任意的 t > 1 恒成立.

所以 a 最大值为 8.

例例例9 已知不等式

√
2(2a+ 3) cos

(
θ − π

4

)
+

6

sin θ + cos θ
− 2 sin 2θ ≤ 3a+ 6

对 θ ∈
[
0,
π

2

]
恒成立, 求 a 的范围.

解. 记 x = cos θ + sin θ, 则
√
2 cos

(
θ − π

4

)
= x, sin 2θ = x2 − 1, 因此问题的条件可

改写为: 不等式

(2a+ 3)x+
6

x
− 2(x2 − 1) ≤ 3a+ 6

对 x ∈ [1,
√
2] 恒成立. 因 3− 2x > 0, 故上式即为 a ≥ x+

2

x
.

因 max
x∈[1,

√
2]

{
x+

2

x

}
= 3, 故 a 的取值范围为 [3,+∞).

例例例10 设 a, b, c 都是正数, 且 a+ b+ c = λ, 若不等式

1

a(1 + λb)
+

1

b(1 + λc)
+

1

c(1 + λa)
≥ 27

4

恒成立, 求 λ 的范围.

解. 由 Cauchy 不等式得( 1

a(1 + λb)
+

1

b(1 + λc)
+

1

c(1 + λa)

)(
a(1 + λb) + b(1 + λc) + c(1 + λa)

)
≥ 9.
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因

λ2 = (a+ b+ c)2 = (a2 + b2 + c2) + 2(ab+ bc+ ca) ≥ 3(ab+ bc+ ca),

故

a(1 + λb) + b(1 + λc) + c(1 + λa) = (a+ b+ c) + λ(ab+ bc+ ca) ≤ λ+
λ3

3
.

因此

1

a(1 + λb)
+

1

b(1 + λc)
+

1

c(1 + λa)
≥ 27

3λ+ λ3
,

并且当 a = b = c =
λ

3
时等号成立. 所以, 为使题中的不等式恒成立, 必须且只需 λ > 0

且
27

3λ+ λ3
≥ 27

4
. 因此 λ 的取值范围是 (0, 1].

例例例11 已知 a ∈ (0, 1), 试确定 t 的取值范围, 使不等式 ax2 + ty2 ≥ (ax + ty)2 对任

意实数 x, y 都成立.

解. 不等式可变形为 a(1− a)x2 − (2aty)x+ t(1− t)y2 ≥ 0. 利用二次函数性质知, 为

使不等式对任意的 x, y ∈ R 都成立, 必须且只需: 对任意的 y ∈ R, 都有

(2aty)2 − 4a(1− a)t(1− t)y2 ≤ 0.

这等价于 4a2t2 − 4a(1− a)t(1− t)) ≤ 0, 即

t(t− (1− a)) ≤ 0.

所以 t 的取值范围是 [0, 1− a].

例例例12 已知 f(x) = loga

(
x+

a

x
− 4

)
的值域为 R, 求 a 的取值范围.

解. 首先 a > 0 且 a ̸= 1. f 的定义域为

Df =
{
x
∣∣∣ x ̸= 0, x+

a

x
− 4 > 0

}
=

{
x
∣∣∣ x > 0, x+

a

x
− 4 > 0

}
=

{
(0, 2−

√
4− a) ∪ (2 +

√
4− a,+∞), a ≤ 4,

(0,+∞), a > 4.

注意, f 的值域为 R ⇐⇒ g(x) = x+
a

x
− 4 (x ∈ Df ) 的值域 Rg 为 (0,+∞).

当 a ≤ 4 时, Rg = (0,+∞). 当 a > 4 时, Rg = [2
√
a− 4,+∞) ̸= R.

所以 a 的范围是 (0, 1) ∪ (1, 4].
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例例例13 定义在 R+ 上的函数 f 满足

(i) 存在 a > 1 使得 f(a) ̸= 0,

(ii) 对任意的 b ∈ R, 有 f(xb) = bf(x).

若方程 f(mx)f(mx2) = 4(f(a))2 的所有解大于 1, 求 m 的取值范围.

解. 取定一个 a > 1 使得 f(a) ̸= 0. 根据 (2) 就有 f(x) = f(aloga x) = f(a) loga x, 于

是所给的方程为 f(a) loga(mx) · f(a) loga(mx2) = 4(f(a))2, 即(
logam+ loga x

)(
logam+ 2 loga x

)
= 4.

记 logam = n, loga x = y, 则方程变为

2y2 + 3ny + n2 − 4 = 0.

因关于 x 方程的解都大于 1, 意味着关于 y 的方程的解都是正数, 因此有

(3n)2 − 8(n2 − 4) ≥ 0, −3n

2
> 0,

n2 − 4

2
> 0.

解出 n < −2. 所以 m 的取值范围是
(
0,

1

a2

)
.

例例例14 设关于 x 的不等式 lg2 x− (2+m) lg x+ (m− 1) > 0 对于 |m| ≤ 1 恒成立, 求

x 的范围.

解. 记 lg x = y, 则不等式变为 y2 − (2 +m)y + (m− 1) > 0.

记 f(m) = (1− y)m+ (y2 − 2y − 1)), 则当 m ∈ [−1, 1] 时 f(m) > 0 恒成立.

这就意味着 f(−1) > 0, f(1) > 0, 即 y2 − y − 2 > 0, y2 − 3y > 0.

解出 y < −1 或 y > 3, 进而得 x 的范围是
(
0,

1

10

)
∪ (103,+∞).

例例例15 求使不等式 sin2 x + a cosx + a2 ≥ 1 + cosx 对任意的 x ∈ R 恒成立的负数 a

的范围.

解. 不等式可变形为 (
cos x+

1− a

2

)2

≤ a2 +
(a− 1)2

4
.

因为 a < 0, 故
(
cos x+

1− a

2

)2

在 cosx = 1 时取得最大值
(
1 +

1− a

2

)2

. 所以(
1 +

1− a

2

)2

≤ a2 +
(a− 1)2

4
.

解出 a ≤ −2.
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例例例16 设 x, y ∈ R+, 且 x+ y = k, 求使(
x+

1

x

)(
y +

1

y

)
≥

(k
2
+

2

k

)2

恒成立的 k 的范围.

解. 若 x = y =
k

2
, 则不等式成为等号. 下面考虑 x ̸= y 的情形, 不妨设 x > y.

记 m =
k

2
, x = m+ t, y = m− t, 其中 0 < t < m. 于是不等式变为(

m+ t+
1

m+ t

)(
m− t+

1

m− t

)
≥

(
m+

1

m

)2

,

经化简整理可得

t2 ≥ m4 − 4m2 − 1

m2
.

此式对任意的 t ∈ (0,m) 都成立的充要条件是 m4 − 4m2 − 1 ≤ 0. 再注意 m > 0, 就得到

m 的取值范围是 (0,
√

2 +
√
5), 因此 k 的范围是 (0, 2

√
2 +

√
5).

例例例17 若对任意的 x ∈
[1
6
,
1

3

]
, 不等式 |a− ln x| > ln

3x+ 2

3
恒成立, 求 a 的范围.

解. 先考虑反面: 若存在 x ∈
[1
6
,
1

3

]
, 使 |a− lnx| ≤ ln

3x+ 2

3
成立, 求 a 的范围.

由 |a− lnx| ≤ ln
3x+ 2

3
, 得 ln

3x+ 2

3
≥ 0, 故 x ≥ 1

3
.

再由 x ∈
[1
6
,
1

3

]
得 x =

1

3
, 因此 a = − ln 3.

所以 a 的范围是 (−∞,− ln 3) ∪ (− ln 3,+∞).

例例例18 设 M =
{
y
∣∣∣ y =

x2 +mx+ 4

x2 − x+ 4
, x ≤ 1

}
.

(1) 若任取 a, b, c ∈ M , 都可使以 a, b, c 为长度的线段能够成为一个三角形的三边,

求 m 的范围.

(2) 若存在 a, b, c ∈ M , 可使以 a, b, c 为长度的线段不能成为一个三角形的三边, 求

m 的范围.

解. (1) 注意到

y = 1 +
(m+ 1)x

x2 − x+ 4
= 1 +

m+ 1

x+
4

x
− 1

(x ≤ 1, x ̸= 0).

若 x ≤ 1, x ̸= 0, 则 x+
4

x
≤ −4, 或 x+

4

x
≥ 5; 即 x+

4

x
− 1 ≤ −5 或 x+

4

x
− 1 ≥ 4. 因

此, 当 x ≤ 1 时, 总有

−1

5
≤ x

x2 − x+ 4
≤ 1

4
.
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所以当 m ≥ −1 时, M =
[4−m

5
,
5 +m

4

]
, 当 m < −1 时, M =

[5 +m

4
,
4−m

5

]
.

依题意知, 任取 a, b, c ∈M , 都使 a+ b > c 恒成立, 即

2 · ymin > ymax,

也就是 
m ≥ −1
4−m

5
> 0

2 · 4−m

5
>

5 +m

4

或


m < −1
5 +m

4
> 0

2 · 5 +m

4
>

4−m

5

解得 −1 ≤ m <
7

13
或 −17

7
< m < −1, 故所求范围为

(
− 17

7
,
7

13

)
.

(2) 所求即为 (1)的补集.

例例例19 已知 f(x) = x4 + ax3 + bx2 + x 满足 f(3) = 3, f(x) ≥ x, 求 a, b.

解. 由 f(3) = 3 得 b = −(3a+ 9), 因此

f(x) = x4 + ax3 − (3a+ 9)x2 + x.

因对任意 x ∈ R 都有 f(x) ≥ x, 即

x2(x2 + ax− 3a− 9) ≥ 0,

所以当 x ̸= 0 时, 总有

x2 + ax− 3a− 9 ≥ 0.

据此可知 a2 + 4(3a+ 9) ≤ 0, 即 (a+ 6)2 ≤ 0. 所以 a = −6, b = 9.
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§ 6.1 数列的基本性质

设 E ⊆ C. 映射 f : {1, 2, · · · ,m} → E 称为 E 中的有限数列, 映射 f : N+ → E 称

为 E 中的无穷数列. E 中的有限数列和无穷数列统称为 E 中的数列.

如非特别指出, 数列都是指无穷数列.

通常将 f(k) 记为 fk, 将数列 f 记为 {fk}. 称 fk 为数列的第 k 项或通项. 称
k∑

j=1

fj

为数列 f 的前 k 项和或部分和.

通常, 把 C 中的数列称为复数列, 把 R 中的数列称为实数列, Q 中的数列称为有理

数列, N∗ 中的数列称为正整数列, 等等.

若 a, b, c 满足 a + c = 2b, 则称 a, b, c 是等差的. 若 a, b, c 都非零且满足 ac = b2, 则

称 a, b, c 是等比的.

若数列 {ak} 中任意连续的三项 aj, aj+1, aj+2 都是等差的, 则称 {ak} 是等差数列,

此时, 称 a2 − a1 为该等差数列的公差.

若数列 {ak} 中任意连续的三项 aj, aj+1, aj+2 都是等比的, 则称 {ak} 是等比数列,

此时, 称
a2
a1
为该等比数列的公比.

性性性质质质1 (等差数列和等比数列的基本性质)

(1) 若 {ak} 是公差为 d 的等差数列, 其前 n 项的和为 Sn, 则

an = a1 + (n− 1)d, Sn =
n(a1 + an)

2
.

(2) 若 {ak} 是公比为 q 的等比数列, 其前 n 项的和为 Sn, 则

an = a1q
n−1, Sn =


a1(1− qn+1)

1− q
, q ̸= 1;

na1 q = 1.

145
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例例例1 设 A,B ∈ C, f : C → C, f(x) = Ax+B. 证明 f
∣∣
N∗ 是等差数列.

例例例2 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn. 证明:

(1) 若 Sn = An2 +Bn, 则 {an} 是公差为 2A 的等差数列.

(2) 若 Sn = Aqn − A (其中 A ̸= 0, q ̸= 1), 则 {an} 是公比为 q 的等比数列.

例例例3 若等差数列 {an} 满足 a2n+1 − a2n = p (常数), 则 {an} 是常数列.

解. 因为 p = a2n+1 − a2n = (dn + d + B)2 − (dn + B)2 = d(2dn + d + 2B), 所以

d · 2d = 0, 即 d = 0.

例例例4 设等差数列前 n 项和 {Sn}, 由以下条件分别求 Sp+q.

(1) Sp = p, Sq = q (p ̸= q).

(2) Sp = Sq (p ̸= q).

解. (1) 设 Sn = An2 + Bn. 注意函数 f(x) = Ax2 + Bx 的图像过直线 y = x 上的

三个不同点 (0, 0), (p, p), (q, q). 而抛物线不能经过同一直线上的互异三点, 故 A = 0,

B = 1, 于是 Sn = n, Sp+q = p+ q.

(2) 若 A = 0, 由 Sp = Sq, 可得 Sn = 0, 所以 Sp+q = 0.

若 A ̸= 0, 由 Sp = Sq 可得抛物线 y = Ax2 + Bx 的对称轴是直线 x =
p+ q

2
, 所以

f(p+ q) = f(0) = 0, 因此 Sp+q = f(p+ q) = 0.

例例例5 设等差数列的前 n 项和为 Sn, 若 Sp = q, Sq = p (p ̸= q), 求 Sp+q.

解. 设 Sn = An2 +Bn, 则 {
Ap2 +Bp = Sp = q,

Aq2 +Bq = Sq = p,

故 A(p+ q) +B = −1, 因此

Sp+q = (p+ q)(A(p+ q) +B) = −(p+ q).

例例例6 设等差数列 {an} 的前 n 项和是 Sn, 由以下条件分别求出 Sn 取最大值时对应

的 n.

(1) a1 > 0, S4 = S12.

(2) a3 > 0, S12 > 0, S13 < 0.

解. 设 Sn = An2 +Bn (公差 d = 2A).
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(1) 若 A = 0, 得 Sn = Bn. 又 S4 = S12, 得 B = 0, Sn 恒为 0, 这与 a1 > 0 矛盾.

若 A > 0, 得公差 d > 0. 又 a1 > 0, 得 {an} 各项均正, S4 < S12, 与 S4 = S12 矛盾.

所以 A < 0, y = Ax2 + Bx 开口向下. 由 S4 = S12 知 f(4) = f(12), 所以对称轴为

x = 8, 最大值为 f(8).

(2) 若 A = 0, 则 d = 0, {an} 是常数列, an = a3 > 0, Sn = na3 > 0, 与 S13 < 0 矛盾.

若 A > 0, 则 d > 0, 又 a3 > 0, 得 a13 > 0, S13 = S12 + a13 > 0, 矛盾.

所以 A < 0, y = Ax2 + Bx 开口向下, 且两个零点是 0, t (12 < t < 13). 所以其对称

轴是直线 x =
t

2
(6 <

t

2
< 6.5). 故当 n = 6 时取最大值.

例例例7 设数列 {an} 满足 an+1 =
2

3
an + n+ 4. 证明数列 {an} 不是等比数列.

解. 若 {an} 是以 q 为公比的等比数列, 则对任意正整数 n 都有

qan = an+1 =
2

3
an + n+ 4,

故

n+ 4 =
(
q − 2

3

)
an =

(
q − 2

3

)
· a1 qn−1,

因此 n+ 5 = q(n+ 4), 即 n(q − 1) = 1. 矛盾.

例例例8 设等差数列 {an}, {bn} 的前 n 项和分别是 Sn, Tn, 且
Sn

Tn
=

7n+ 2

n+ 3
, 求

(1)
a5
b5
, (2)

an
bn

, (3)
a1 + a12 + a14
b3 + b7 + b17

, (4)
a2 + a20
b7 + b15

,

(5)
a2 + a5 + a17 + a22
b8 + b10 + b12 + b16

, (6)
a7
b9
, (7)

√
3a1 − a9

a5 + 2b7 − b4
, (8)

2a31 − a23b5
a2b27 + b33

.

解.

(1)
a5
b5

=

9

2
(a1 + a9)

9

2
(b1 + b9)

=
S9

T9
=

65

12
.

(2)
an
bn

=
S2n−1

T2n−1

=
14n− 5

2n+ 2
.

(3)
a1 + a12 + a14
b3 + b7 + b17

=
3a1 + 24d1
3b1 + 24d2

=
a1 + 8d1
b1 + 8d2

=
a9
b9

=
S17

T17
.

(4)
a2 + a20
b7 + b15

=
a1 + a21
b1 + b21

=
S21

T21
.

(5)
a2 + a5 + a17 + a22
b8 + b10 + b12 + b16

=
2a12 + 2a11
2b12 + 2b11

=
a1 + a22
b1 + b22

=
S22

T22
.
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(6)
a7
b9
. 解. 注意等差数列前 n 项有 “An2 + Bn” 的形式. 因

Sn

Tn
=

7n+ 2

n+ 3
, 故存在

K ̸= 0 使得 Sn = Kn(7n+ 2), Tn = Kn(n+ 3) (♣ 思考: 为什么? ), 进而得

an = K(14n− 5), bn = K(2n+ 2), (1)

所以
a7
b9

=
93

20
.

(7)

√
3a1 − a9

a5 + 2b7 − b4
=

9
√
3− 121

65 + 32− 10
=

9
√
3− 121

87
(用 (1) 式).

(8)
2a31 − a23b5
a2b27 + b33

=
2 · 93 − 372 · 12
23 · 162 + 83

.

例例例9 对数列 {an}, 求证:

(1) 若 an+1 = a2n − an + 1, 则 an+1 = (a1 − 1)a1a2 · · · an + 1.

(2) 若 an+1 = a1a2 · · · an + 1, 则 an+1 = a2n − an + 1 (n ≥ 2).

(3) 若 an+1 = a1a2 · · · an + 1, 则
n∑

i=1

1

ai
=

1

a1
+

1

a2 − 1
− 1

an+1 − 1
.

解. (1) 直接计算,

an+1 − 1 = an(an − 1) = anan−1(an−1 − 1) = · · ·

= anan−1 · · · a1(a1 − 1).

(2) 因 an+1 − 1 = a1a2 · · · an, 故当 n ≥ 2 时

an − 1 = a1a2 · · · an−1,

所以

an+1 − 1 = an(an − 1).

(3) 因当 n ≥ 2 时有 an+1 − 1 = an(an − 1), 故

1

an+1 − 1
=

1

an(an − 1)
=

1

an − 1
− 1

an
,

即

1

an
=

1

an − 1
− 1

an+1 − 1
.

所以
n∑

i=1

1

ai
=

1

a1
+

1

a2 − 1
− 1

an+1 − 1
.
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例例例10 数列 {an} 满足 a1 = a2 = 1, a3 = 2, anan+1an+2 ̸= 1. 又

anan+1an+2an+3 = an + an+1 + an+2 + an+3,

求 a1 + a2 + · · ·+ a100 的值.

解. 由

anan+1an+2an+3 = an + an+1 + an+2 + an+3,

an+1an+2an+3an+4 = an+1 + an+2 + an+3 + an+4,

相减得

an+1an+2an+3(an+4 − an) = an+4 − an,

故 an+4 = an. 再由 a1 = a2 = 1, a3 = 2, 得 a4 = 4. 所以

a1 + a2 + · · ·+ a100 = 25(a1 + a2 + a3 + a4) = 200.

§ 6.2 数列的通项

例例例1 设至少四项的数列 {an}, 满足 Sn = npan (p 为常数), 且 a1 ̸= a2. 求通项.

解. 解法一. 由 a1 = S1 = pa1 得 p = 1 或 a1 = 0.

若 p = 1, 则 a1 + a2 = S2 = 2a2, 故 a1 = a2, 这与 a1 ̸= a2 矛盾, 因此 p ̸= 1, 所以

a1 = 0, a2 ̸= 0.

由 a2 = S2 = 2pa2, 得 p =
1

2
, 因此 Sn =

n

2
an.

由 an+1 = Sn+1 − Sn =
n+ 1

2
an+1 −

n

2
an, 得 (n− 1)an+1 = nan.

将 (n− 1)an+1 = nan 和 nan+2 = (n+ 1)an+1 两式相加得

an + an+2 = 2an+1,

故 {an} 是等差数列. 再由 a1 = 0, d = a2 − a1 = a2, 得通项 an = (n− 1)a2.

解法二. 因 (n− 1)an+1 = nan, a1 = 0, a2 ̸= 0, 故 n ≥ 3 时,
an
an−1

=
n− 1

n− 2
. 所以

an =
an
an−1

· an−1

an−2

· · · a3
a2

· a2 =
n− 1

n− 2
· n− 2

n− 3
· · · 2

1
a2 = (n− 1)a2.



150 第六章 数列

例例例2 设数列 {an} 前 n 项和为 Sn, 证明:

(1) 若 Sn =
n(a1 + an)

2
, 则 {an} 是等差数列;

(2) 若 Sn =
a1 − anq

1− q
, 则 {an} 是等比数列.

解. 证法 1. 因

2an+1 = 2Sn+1 − 2Sn = (n+ 1)(a1 + an+1)− n(a1 + an),

故

a1 + (n− 1)an+1 = nan.

由 a1 + (n− 1)an+1 = nan, a1 + nan+2 = (n+ 1)an+1, 得 an + an+2 = 2an+1.

证法 2. 由 Sn =
n(a1 + an)

2
, 知可由 a1, a2 确定 a3. 一般地, 若 a1, a2, · · · , ak (k ≥ 2)

确定后, ak+1 也是确定的, 所以数列由其前两项唯一确定. 若能找到一个数列, 满足

Sn =
n(a1 + an)

2
, 则这个数列即为所求. 而由 a1, a2 确定的等差数列 {an} 就满足这一条

件, 所以 {an} 就是等差数列.

例例例3 已知 {an} 满足 a1 =
1

2
, an+1 = an +

1

n2 + n
, 求 an.

解. 满足题意的 {an} 是唯一确定的, 所以若能找到一个数列满足题设条件, 则其通

项公式即为所求. 由

an+1 − an =
1

n
− 1

n+ 1
=

(
k − 1

n+ 1

)
−
(
k − 1

n

)
,

知 an = k − 1

n
满足递推关系. 再由 a1 =

1

2
得 an =

3

2
− 1

n
满足题中所有条件.

例例例4 已知 {an} 满足 a1 =
2

3
, an+1 =

n

n+ 1
an. 求 an.

解. 由

an+1

an
=

n

n+ 1
=

k

n+ 1
k

n

(k ̸= 0), 知 ak =
k

n
满足递推关系. 再由 a1 =

2

3
得 an =

2

3n
.

例例例5 数列 {an} 中, a1 = 1, 且满足 nSn+1 − (n+ 3)Sn = 0. 求 an.

解. 由 nSn+1 = (n+ 3)Sn, 得 (n+ 1)Sn+2 = (n+ 4)Sn+1. 两式相减得

(n+ 1)Sn+2 − nSn+1 = (n+ 4)Sn+1 − (n+ 3)Sn
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即 (n+ 1)an+2 = (n+ 3)an+1, 因此有

an+2

(n+ 2)(n+ 3)
=

an+1

(n+ 1)(n+ 2)
.

所以数列
{ an+1

(n+ 1)(n+ 2)

}
是常数列. 再由 a1 = 1, a2 = 3 知

{ an
n(n+ 1)

}
也是常数列.

所以

an
n(n+ 1)

=
a1
2

=
1

2
.

例例例6 数列 {an} 中, a1 = 2, 且 3(a1 + a2 + · · ·+ an) = (n+ 2)an. 求 an 及 Sn.

解. 由

3Sn+1 = (n+ 3)an+1 = (n+ 3)(Sn+1 − Sn),

知 nSn+1 − (n+ 3)Sn = 0. 同上例, 可得 an = n(n+ 1), Sn =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
.

例例例7 设数列 {an} 满足 a1 = 2, an+1 = 4an − 3n+ 1, 求 an.

解. 由

an+1

4n+1
=
an
4n

+
−3n+ 1

4n+1

得

an+1 − (n+ 1)

4n+1
=
an − n

4n
,

所以
an − n

4n
=

1

4
.

一般问题: 若数列 {an} 满足 a1 = b, an+1 = pan + An+B (p ̸= 0), 求 an.

先得

an+1

pn+1
=
an
pn

+
An+B

pn+1
,

再寻求常数 x, y 满足

an+1 + x(n+ 1) + y

pn+1
=
an + xn+ y

pn
,

得常数列
{an + xn+ y

pn
}
, 进而求出 an.

例例例8 数列 {an} 中, a1 = 1, an+1 =
(
1 +

1

n

)
an +

n+ 1

2n
, 求 an.

解. 由

an+1

n+ 1
=
an
n

+
1

2n
,
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得

an+1

n+ 1
+

1

2n
=
an
n

+
1

2n−1
,

故

an
n

+
1

2n−1
= 2,

即

an = 2n− n

2n−1
.

例例例9 数列 {an} 满足 a1 = a, an+1 = Sn + 3n, 求 an.

解. 由 an+1 = Sn + 3n, 得 Sn+1 − Sn = Sn + 3n, 即

Sn+1 = 2Sn + 3n,

故

Sn+1

2n+1
− 3n+1

2n+1
=
Sn

2n
− 3n

2n
.

因此

Sn

2n
− 3n

2n
=
a1 − 3

2
,

即

Sn = (a− 3)2n−1 + 3n.

所以

an =

{
a, n = 1;

(a− 3)2n−2 + 2 · 3n−1, n ≥ 2.

例例例10 数列 {an} 满足 ban − 2n = (b− 1)Sn (b ̸= 0, 2), 求 an.

解. 易见 a1 = 2, an+1 = ban + 2n, 即

an+1

bn+1
=
an
bn

+
2n

bn+1
,

因此

an+1

bn+1
+

1

b− 2

(2
b

)n+1
=
an
bn

+
1

b− 2

(2
b

)n
.

所以

an
bn

+
1

b− 2

(2
b

)n
=

2(b− 1)

b(b− 2)
,

即 an =
1

b− 2

(
2(b− 1)bn−1 − 2n

)
.
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例例例11 数列 {an} 满足 a1 = 1, an+1 =
an

1 + an
(n ∈ N+). 求 {an}.

解. 计算出 a1, a2, a3, a4. 容易归纳出 an =
1

n
. 又题设中的数列唯一存在, 而 an =

1

n

满足题设中所有条件, 故 an =
1

n
即为所求.

例例例12 已知 k(1) = 1, k(2) = 2, k(n+ 2) = k(n) + 2n+1. 求 {k(n)} 的通项公式.

解. 设 k(n+ 2) + x · 2n+2 = k(n) + x · 2n, 即

k(n+ 2) = k(n)− 3x · 2n.

所以可选 −3x = 2, 即 x = −2

3
, 就得到

k(n+ 2)− 2

3
· 2n+2 = k(n)− 2

3
· 2n,

故
{
k(n)− 2

3
· 2n

}
是以 2 为周期的数列, 即 −1

3
,−2

3
,−1

3
,−2

3
, · · · . 所以,

k(n) =


1

3
(2n+1 − 1), n 为奇数,

1

3
(2n+1 − 2), n 为偶数.

例例例13 正数列 {an} 中, a1 = 2, an+1 + an =
n+ 1

an+1 − an
+ 2. 求 an.

解. 由条件得

(an+1 − 1) + (an − 1) =
n+ 1

(an+1 − 1)− (an − 1)
,

故

(an+1 − 1)2 − (an − 1)2 = n+ 1,

累加可得 an = 1 +

√
n(n+ 1)

2
.

例例例14 数列 {an} 中, a1 = 6, an+1 − an =
an

n+ 1
+ n+ 2, 求 an.

解. 由条件得 (n+ 1)an+1 − (n+ 2)an = (n+ 1)(n+ 2), 故

an+1

n+ 2
− an
n+ 1

= 1.

因此 an = (n+ 1)(n+ 2).

例例例15 若正数列 {an} 的前 n 项和 Sn 满足 an +
1

an
= 2Sn, 则 an = .

解. 由 Sn − Sn−1 +
1

Sn − Sn−1

= 2Sn, 得 S2
n − S2

n−1 = 1 (n ≥ 2), 故

S2
n = S2

1 + n− 1 = n,

所以 an =
√
n−

√
n− 1.
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例例例16 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn 满足 Sn+2 − (t + 1)Sn+1 + tSn = 0, a1 = t,

a2 = t2, 求 an.

解. 由 Sn+2 − Sn+1 = t(Sn+1 − Sn), 得 an+2 = tan+1.

再由 a1 = t, a2 = t2, 还得 an+1 = tan. 所以 an = tn.

例例例17 若 {an} 满足 a1 = 2, an+1 =
1

2

(
an +

1

an

)
. 求 an.

解. 因

an+1 − 1

an+1 + 1
=

(an − 1

an + 1

)2

,

故令
an − 1

an + 1
= bn, 则 bn > 0, ln bn+1 = 2 ln bn, bn = 3−2n−1

, 所以

an =
1 + 3−2n−1

1− 3−2n−1 .

例例例18 如图, y =
√
x 下有一系列正三角形, 求第 n 个正三角形的边长 an.

解. 易见第 n 个正三角形的上顶点的坐标为
(
a1 + · · ·+ an−1 +

an
2
,

√
3

2
an

)
, 故

√
3

2
an =

√
a1 + · · ·+ an−1 +

an
2
,

因此

3

4
a2n = a1 + · · ·+ an−1 +

an
2

= Sn −
an
2
.

将
3

4
a2n +

an
2

= Sn 和
3

4
a2n+1 +

an+1

2
= Sn+1 两式相减得

3

4
(a2n+1 − a2n) +

1

2
(an+1 − an) = an+1,

即

3

4
(a2n+1 − a2n)−

1

2
(an+1 + an) = 0,

得 an+1 − an =
2

3
. 而 a1 =

2

3
, 故 an =

2n

3
.

例例例19 已知数列 {an} 满足 a1 = 1, an+1 = 2an + 3 · 5n, 求 an.
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解. 解法 1 (待定系数法) 设 x 为待定的常数, 由

an+1 + x · 5n+1 = 2(an +
5x+ 3

2
· 5n),

令 x =
5x+ 3

2
, 解出 x = −1. 所以 an+1 − 5n+1 = 2(an − 5n). 因此

an − 5n = 2n−1(a1 − 5) = −2n+1.

解法 2 (累加法) 首先有

an+1

2n+1
=
an
2n

+
3

2
·
(5
2

)n

.

设 bn =
an
2n

, 得

bn+1 − bn =
3

2
·
(5
2

)n

,

所以

bn = (bn − bn−1) + (bn−1 − bn−2) + · · ·+ (b2 − b1) + b1

=
3

2
· 5/2− (5/2)n

1− 5/2
+

1

2
=

(5
2

)n

− 2.

解法 3 (解方程组法) 因

an+1 − 5an = (2an + 3 · 5n)− 5(2an−1 + 3 · 5n−1) = 2(an − 5an−1),

故

an+1 − 5an = 2n−1(a2 − 5a1) = 3 · 2n+1,

得到方程组 {
an+1 − 2an = 3 · 5n,
an+1 − 5an = 3 · 2n+1.

解出 an = 5n − 2n+1.

例例例20 已知数列 {an}, {bn} 满足 a1 = 2, b1 = 1, 且当 n ≥ 2 时,
an =

3

4
an−1 +

1

4
bn−1,

bn =
1

4
an−1 +

3

4
bn−1.

求 an, bn.

解. λ ̸= −3 时,

an + λbn =
3 + λ

4

(
an−1 +

1 + 3λ

3 + λ
bn−1

)
.

令 λ =
1 + 3λ

3 + λ
, 得 λ = ±1.
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取 λ = 1, 得 an + bn = an−1 + bn−1, 故 an + bn = a1 + b1 = 3.

取 λ = −1, 得 an − bn =
1

2
(an−1 − bn−1), 故 an − bn =

1

2n−1
(a1 − b1) =

1

2n−1
.

解方程组 an + bn = 3,

an − bn =
1

2n−1

得 an =
3

2
+

1

2n
, bn =

3

2
− 1

2n
.

例例例21 已知 {an}, {bn} 满足 a1 = 2, b1 = 1, 且{
an = 3an−1 − bn−1,

bn = an−1 + bn−1,
(n ≥ 2)

求 an, bn.

解. λ ̸= −3 时,

an + λbn = (λ+ 3)
(
an−1 +

λ− 1

λ+ 3
bn−1

)
.

令 λ =
λ− 1

λ+ 3
, 得 λ = −1. 于是

an − bn = 2(an−1 − bn−1),

所以 an − bn = 2n−1, 且

an = 3an−1 − bn−1 = 2an−1 + (an−1 − bn−1) = 2an−1 + 2n−2.

两边除以 2n 得

an+1

2n+1
=
an
2n

+
1

4
,

因此
an
2n

= 1 +
n− 1

4
, 所以

an = (n+ 3)2n−2, bn = (n+ 1)2n−2.

例例例22 已知数列 {an}, {bn} 满足 a1 = 2, b1 = 1, 且
an =

3

4
an−1 +

1

4
bn−1 + 1,

bn =
1

4
an−1 +

3

4
bn−1 + 1,

(n ≥ 2)

求 an, bn.

解. λ ̸= −3 时,

an + λbn + µ =
λ+ 3

4

(
an−1 +

3λ+ 1

λ+ 3
bn−1 +

4λ+ 4µ+ 4

λ+ 3

)
.
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解方程组 
λ =

3λ+ 1

λ+ 3
,

µ =
4λ+ 4µ+ 4

λ+ 3
,

得 λ = −1, µ = 0, 故 an − bn =
1

2
(an−1 − bn−1) =

1

2n−1
. 另一方面, 从递推关系可直接得

到 an + bn = an−1 + bn−1 + 2 = a1 + b1 + 2(n− 1) = 2n+ 1. 解方程组an + bn = 2n+ 1,

an − bn =
1

2n−1
,

得 an = n+
1

2
+

1

2n
, bn = n+

1

2
− 1

2n
.

§ 6.3 数列与不动点

OO 两两两个个个基基基本本本结结结论论论

1. an+1 = pan + qan−1, n ≥ 2.

令 α, β 为相应的二次方程 x2 − px− q = 0 (特征方程) 的两根,

(1) 当 α ̸= β 时,

an = Aαn +Bβn,

其中 A,B 由初始条件 a1, a2 所得的方程组{
Aα +Bβ = a1

Aα2 +Bβ2 = a2

确定.

(2) 当 α = β 时,

an = (A+Bn)αn−1,

其中 A,B 由初始条件 a1, a2 所得的方程组{
A+B = a1

(A+ 2B)α = a2

唯一确定.
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2. an+1 =
αan + β

an + γ
.

先求 x =
αx+ β

x+ γ
的解 x1, x2, 即 f(x) =

αx+ β

x+ γ
的不动点.

若 x1 ̸= x2, 则
{an − x1
an − x2

}
是等比数列; 若 x1 = x2, 则

{ 1

an − x1,2

}
是等差数列.

例例例1 设 f0 = f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn, 求通项.

解. 特征方程 x2 − x− 1 = 0, α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
2

2
, 故

fn = A
(1 +√

5

2

)n

+B
(1−√

5

2

)n

.

代入初始条件, 可得 A+B = 1,

1 +
√
5

2
· A+

1−
√
5

2
·B = 1,

解出 A =
1√
5
· 1 +

√
5

2
, B = − 1√

5
· 1−

√
5

2
. 所以

fn =
1√
5

((1 +√
5

2

)n+1

−
(1−√

5

2

)n+1)
.

例例例2 设 f(x) = ax+b (a ̸= 0, 1),且 x0 = f(x0), {an}满足 an = f(an−1), n = 2, 3, · · · ,

则 {an − x0} 是公比为 a 的等比数列.

解. 因 ax0 + b = x0, b− x0 = −ax0, 故

an − x0 = (a · an−1 + b)− x0 = a · an−1 − ax0 = a(an−1 − x0).

例例例3 设 f(x) =
ax+ b

cx+ d
(c ̸= 0, ad − bc ̸= 0), 且 x1, x2 是 f(x) 的不动点, {an} 满足

an = f(an−1), n = 2, 3, · · · .

(I) 若 x1 ̸= x2, 则
{an − x1
an − x2

}
是公比为

a− x1c

a− x2c
的等比数列.

(II) 若 x1 = x2 = x0, 则
{ 1

an − x0

}
是公差为

2c

a+ d
的等差数列.

解. (I)
ax1 + b

cx1 + d
= x1 ⇐⇒ b− dx1

a− cx1
= −x1 ⇐⇒ dx1 − b = (a− cx1)x1.

同理, dx2 − b = (a− cx1)x1. 所以

an+1 − x1
an+1 − x2

=

aan + b

can + d
− x1

aan + b

can + d
− x2
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=
(a− cx1)an + (b− dx1)

(a− cx2)an + (b− dx2)

=
a− cx1
a− cx2

· an − x1
an − x2

.

(II) 方程
ax+ b

cx+ d
= x 的解是 x1 = x2 = x0, 所以 x0 =

a− d

2c
, 且

b− dx0
a− cx0

= −x0, 故

1

an+1 − x0
=

1

aan + b

can + d
− x0

=
can + d

(a− cx0)an + (b− dx0)

=
can + d

(a− cx0)
(
an +

b− dx0
a− cx0

) =
can + d

(a− cx0)(an − x0)

=
c(an − x0) + (d+ cx0)

(a− cx0)(an − x0)

=
c

a− cx0
+
d+ cx0
a− cx0

· 1

an − x0

=
c

a− c · a− d

2c

+
d+ c · a− d

2c

a− c · a− d

2c

· 1

an − x0

=
1

an − x0
+

2c

a+ d
.

例例例4 设 f(x) =
ax2 + b

2ax+ d
(a ̸= 0), x1, x2 是 f(x) 的不动点, {an} 满足 an = f(an−1),

n = 2, 3, · · · , 则 an+1 − x1
an+1 − x2

=
(an − x1
an − x2

)2

.

解. 由 dx1 = b− ax21, dx2 = b− ax22, 得

an+1 − x1
an+1 − x2

=
a · a2n + b− (2a · an + d)x1
a · a2n + b− (2a · an + d)x2

=
a · a2n + b− 2a · anx1 − b+ ax21
a · a2n + b− 2a · anx2 − b+ ax22

=
(an − x1
an − x2

)2

.

例例例5 {an} 中, a1 = 2, an+1 =
2an + 1

3
, 求通项.

解. 迭代函数为 f(x) =
2x+ 1

3
. 令 f(x) = x,得 x = 1. 于是 an+1−1 =

2

3
(an−1).

例例例6 数列 {an} 中, a1 = 3, an+1 =
4an − 2

an + 1
, 求通项.
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解. 迭代函数为 f(x) =
4x− 2

x+ 1
. 令 f(x) = x, 得 x1 = 1, x2 = 2, 以及

an+1 − 1

an+1 − 2
=

4an − 2

an + 1
− 1

4an − 2

an + 1
− 2

=
4an − 2− (an + 1)

4an − 2− 2(an + 1)
=

3

2
· an − 1

an − 2
,

所以

an − 1

an − 2
=
a1 − 1

a1 − 2

(3
2

)n−1

= 2
(3
2

)n−1

,

得

an =
2n−2 − 2 · 3n−1

2n−2 − 3n−1
.

例例例7 数列 {an}的前 n项和为 Sn, 且满足条件: x2− an ·x− an = 0有一根为 Sn− 1.

求 {an} 的通项.

解. a1 = 1, 且 (Sn − 1)2 − an(Sn − 1)− an = 0. 将 an = Sn − Sn−1 代入上式, 得

Sn =
1

2− Sn−1

.

记 f(x) =
1

2− x
. 令 f(x) = x, 得不动点 x0 = 1. 直接计算有

1

Sn+1 − 1
=

1
1

2− Sn

− 1
=

2− Sn

Sn − 1
=

1

Sn − 1
− 1,

所以 Sn =
n

n+ 1
, an =

1

n(n+ 1)
.

例例例8 数列 {xn} 满足 x1 = 4, xn+1 =
x2n − 3

2xn − 4
, 求通项公式.

解. 令
x2 − 3

2x− 4
= x, 得 x1 = 1, x2 = 3,

xn+1 − 1 =
x2n − 3

2xn − 4
− 1 =

(xn − 1)2

2xn − 4
,

xn+1 − 3 =
x2n − 3

2xn − 4
− 3 =

(xn − 3)2

2xn − 4
,

故

xn+1 − 1

xn+1 − 3
=

(xn − 1

xn − 3

)2

.

又
x1 − 1

x1 − 3
= 3, 所以

log3
xn+1 − 1

xn+1 − 3
= 2 log3

xn − 1

xn − 3
.



§ 6.3 数列与不动点 161

令 an = log3
xn − 1

xn − 3
, 则 {an} 是以 1 为首项, 2 为公比的等比数列, 故 an = 2n−1, 即

xn − 1

xn − 3
= 32

n−1
, 所以 xn =

32
n−1+1 − 1

32n−1 − 1
.

例例例9 数列 {an} 中, a1 = 1, an+1 =
2an
an + 2

, 求通项.

解. 令 x =
2x

x+ 2
, 得 x1 = x2 = 0. 设 bn =

1

an
, 则由 an+1 =

2an
an + 2

可得

bn+1 = bn +
1

2
.

因 {bn} 首项为 1, 公差为
1

2
, 于是

bn = 1 +
n− 1

2
=
n+ 1

2
,

由此得 an =
2

n+ 1
.

例例例10 在数列 {an} 中, a1 = 1, Sn+1 = 4an + 2, 求 a2013.

解. n ≥ 2 时, Sn+1 = 4an + 2, Sn = 4an−1 + 2, 故

an+1 = 4(an − an−1).

特征方程为 x2 − 4x+ 4 = 0, 故 x1 = x2 = 2, 因此

an = (An+B) · 2n−1.

由已知 a2 = 5, 所以 {
A+B = 1,

2(2A+B) = 5,

解出 A =
3

2
, B = −1

2
, 故 an =

3n− 1

2
· 2n−1.

例例例11 {an} 定义如下: a1 = 2, an+1 =
2an + 6

an + 1
, 求通项.

解. 先求出不动点. 令 x =
2x+ 6

x+ 1
, 解出 x1 = 3, x2 = −2. 由

an+1 − 3 =
2an + 6

an + 1
− 3 = −an − 3

an + 1
,

an+1 + 2 =
2an + 6

an + 1
+ 2 =

4(an + 2)

an + 1
,

两式相除得

an+1 − 3

an+1 + 2
= −1

4
· an − 3

an + 2
,

故

an − 3

an + 2
=

(
− 1

4

)n−1a1 − 3

a1 + 2
=

(
− 1

4

)n

,
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所以

an =
3(−4)n + 2

(−4)n − 1
.

§ 6.4 数列与不等式

例例例1 已知 A 是由定义在 [2, 4] 上且满足以下条件的函数 φ(x) 组成的集合: (i) 对

任意的 x ∈ [1, 2] 都有 φ(2x) ∈ (1, 2); (ii) 存在常数 L (0 < L < 1), 使得对任意的

x1, x2 ∈ [1, 2] 都有 |φ(2x1)− φ(2x2)| ≤ L|x1 − x2|.

(1) 设 φ(x) = 3
√
1 + x, x ∈ [2, 4], 求证: φ(x) ∈ A.

(2) 设 φ(x) ∈ A, 如果存在 x0 ∈ (1, 2), 使得 x0 = φ(2x0), 求证这样的 x0 是唯一的.

(3) 设 φ(x) ∈ A. 任取 x1 ∈ (1, 2), 令 xn+1 = φ(2xn), n = 1, 2, · · · . 求证: 对任意的

正整数 k, p, 不等式 |xk+p − xk| ≤
Lk−1

1− L
|x2 − x1| 成立.

解. (1) 因 3
√
3 ≤ φ(2x) ≤ 3

√
5, 故 φ(2x) ∈ (1, 2).

|φ(2x1)− φ(2x2)| = | 3
√
1 + 2x1 − 3

√
1 + 2x2|

=
2|x1 − x2|

(1 + 2x1)2/3 + (1 + 2x2)2/3 + (1 + 2x1)1/3(1 + 2x2)1/3

<
2

3
|x1 − x2|.

(2) 假设存在 x1, x2 ∈ (1, 2) 使得 x1 = φ(2x1), x2 = φ(2x2). 因

|x1 − x2| = |φ(2x1)− φ(2x2)| ≤ L|x1 − x2|,

故 (1− L)|x1 − x2| ≤ 0, 因此 |x1 − x2| ≤ 0, 即 x1 = x2.

(3) 因

|xn+1 − xn| = |φ(2xn)− φ(2xn−1)| ≤ L|xn − xn−1|,

故

|xn+1 − xn| ≤ L|xn − xn−1| ≤ L2|xn−1 − xn−2| ≤ · · · ≤ Ln−1|x2 − x1|,

因此

|xk+p − xk| ≤ |(xk+p − xk+p−1) + (xk+p−1 − xk+p−2) + · · ·+ (xk+1 − xk)|
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≤ |xk+p − xk+p−1|+ |xk+p−1 − xk+p−2|+ · · ·+ |xk+1 − xk|

≤ (Lk+p−2 + Lk+p−3 + · · ·+ Lk−1)|x2 − x1|

=
Lk−1(1− Lk+p−1)

1− L
|x2 − x1|

≤ Lk−1

1− L
|x2 − x1|.

例例例2 已知 {an} 满足 a1 = 0, an+1 = npn + qan.

(1) 若 q = 1, 求 an.

(2) 若 |p| < 1, |q| < 1, 求证: {an} 有界.

解. (1) 当 q = 1 时, an+1 − an = npn, 因此

an = p+ 2p2 + 3p3 + (n− 1)pn−1.

p = 1 时, an = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) =
n(n− 1)

2
.

p ̸= 1 时, 因 pan = p2 + 2p3 + 3p4 + · · ·+ (n− 1)pn, 故

(1− p)an = p+ p2 + · · ·+ pn−1 − (n− 1)pn

=
p− pn

1− p
− (n− 1)pn,

所以

an =
p− pn

(1− p)2
− (n− 1)pn

1− p
.

(2) 由

|an+1| ≤ n|p|n + q|an| ≤ n|p|n + |an|,

得

|an+1| − |an| ≤ n|p|n.

累加并注意到 a1 = 0, 再利用 (1) 的结论, 就有

|an| ≤ 1 · |p|1 + 2 · |p|2 + · · ·+ (n− 1) · |p|n−1

=
|p| − |p|n

(1− |p|)2
− (n− 1)|p|n

1− |p|

≤ |p| − |p|n

(1− |p|)2

<
|p|

(1− |p|)2
.



164 第六章 数列

例例例3 正数列 {an} 满足 an+1 = an + ca2n (c > 0).

(1) 求证: 对任意的 M > 0, 存在正整数 N , 当 n > N 时, 有 an > M .

(2) 设 bn =
1

1 + can
, Sn 是 bn 的前 n 项和, 求证: 对任意的 d > 0, 存在正整数 N ,

当 n > N 时, 0 <
∣∣Sn −

1

ca1

∣∣ < d.

解. 由 an+1 = an + ca2n > an 知 {an} 严格递增, 因此

an = a1 + (a2 − a1) + (a3 − a2) + · · ·+ (an − an−1)

= a1 + ca21 + ca22 + · · ·+ ca2n−1

≥ a1 + (n− 1)ca21 > (n− 1)ca21.

对任意的 M > 0, 取 N =
[M
ca21

]
+ 2, 则当 n > N 时, 有

an > aN > (N − 1)ca21

=
([M
ca21

]
+ 1

)
ca21

>
M

ca21
· ca21 =M.

(2) 由 an+1 = an(1 + can), 得

bn =
1

1 + can
=

an
an+1

=
ca2n

canan+1

=
an+1 − an
canan+1

=
1

can
− 1

can+1

,

故

Sn =
1

ca1
− 1

can+1

,

因此 ∣∣Sn −
1

ca1

∣∣ = 1

can+1

> 0.

由 (1) 有 an+1 > nca21, 故
1

can+1

<
1

nc2a21
.

对任意的 d > 0, 取 N =
[ 1

dc2a21

]
+ 1, 则当 n > N 时,∣∣Sn −

1

ca1

∣∣ = 1

can+1

<
1

nc2a21
<

1

Nc2a21

=
1([ 1

dc2a21

]
+ 1

)
c2a21

< d.
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例例例4 定义 R 上的函数 f(x) =
4x

4x + 2
, 又设

Sn = f
( 1
n

)
+ f

( 2
n

)
+ · · ·+ f

(n− 1

n

)
, (n = 2, 3, · · · ).

(1) 求 Sn.

(2) 是否存在常数 M 使得对任意的 n ≥ 2 都有
1

S2

+
1

S3

+ · · ·+ 1

Sn

≤M ?

解. (1) 因对任意的 k ∈ {1, 2, · · · , n− 1} 都有

f
(k
n

)
+ f

(n− k

n

)
=

4
k
n

4
k
n + 2

+
4

n−k
n

4
n−k
n + 2

=
4

k
n

4
k
n + 2

+
4

2 · 4 k
n + 4

= 1,

故 2Sn = n− 1, Sn =
n− 1

2
.

(2) 由 (1) 知
n+1∑
k=2

1

Sk

= 2
(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)
.

取 n = 2m, 则
n+1∑
k=2

1

Sk

> 2
(
1 +

1

2
+

1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
+ · · ·+ 1

2m

)
= 2

(
1 +

1

2
+

1

2
+ · · ·+ 1

2︸ ︷︷ ︸
m个

)
= m+ 2.

故对任意的 M , 都存在 n ≥ 2 (例如可取 n = 2[|M |]+2) 使得
n+1∑
k=2

1

Sk

> M , 因此, 不存在常

数 M 使得对任意的 n ≥ 2 都有
1

S2

+
1

S3

+ · · ·+ 1

Sn

≤M .

例例例5 已知 ak =
k + 2

k! + (k + 1)! + (k + 2)!
, 求 S100.

解. 因为

ak =
k + 2

k!(k2 + 4k + 4)

=
1

k!(k + 2)
=

k + 1

(k + 2)!

=
(k + 2)− 1

(k + 2)!
=

1

(k + 1)!
− 1

(k + 2)!
,

所以 S100 =
1

2!
− 1

102!
.
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