
5.(15分) 设A ⊂ R，A ≠ ∅。记

d(x) = inf{|x − y|; y ∈ A}, x ∈ R

设 x0 ∈ R，d(x0) > 0。证明：如果 d 在 x0 点可导，则 |d′(x0)| = 1。

证明：
设 d(x0) = inf{|x0 − y|; y ∈ A} = |x0 − y0|

下证 y0 是唯一的，采取反证法

设 ∃|x0 − y1| = |x0 − y0|，考虑两种情况：

设 D(x0) = inf{|x0 − y|; y ∈ A, y ≠ y0}，则 D(x0) > d(x0)，设 ϵ0 = D(x0)−d(x0)
2 ，

设 h ∈ R, |h| < ϵ0, z ∈ A, z ≠ y0 则有如下不等式

|x0 + h − y| ≥ |x0 − y| − |h| > D(x0) − ϵ0 = d(x0) + ϵ0 > d(x0) + |h| ≥ |x0 − y0 + h|

所以，d(x0 + h) = |x0 − y0 + h|，这是我们证明的关键，代入得（推出等于1用到了保号性）

|d′(x0)| = lim
h→0

d(x0 + h) − d(x0)

h
= lim

h→0

|x0 + h − y0| − |x0 − y0|

h
= 1

证毕。

如果和课堂知识结合一下的话，还可以证明如下命题：

y0 与 y1 位于 x0 同侧，则 |x0 − y0| = |x0 − y1|，即 y0 = y1 矛盾
y0 与 y1 位于 x0 异侧，不妨设 y0 < x0 < y1 ，则 x0 − y0 = y1 − x0 = d(x0) ，
(y0, y1) ∩ A = ∅，现表示在 x0 的左右导数（推出第二个等于用到了保号性）

lim
h→0+

=
d(x0 + h) − d(x0)

h
=

(y1 − x0 − h) − (y1 − x0)

h
= −1

lim
h→0−

=
d(x0 + h) − d(x0)

h
=

(x0 + h − y0) − (x0 − y0)

h
= 1

此时左右导数不相等，则此点不可导，与条件矛盾，故 y0 是唯一的

∣ ∣ ∣ ∣
d 在 x0 点可导的充分必要条件是 x0 不是 A 的聚点



8.(15分) 设 aij ∈ R，aij ≥ 0，i, j = 1, 2, ⋯。设对于任意的 i = 1, 2, ⋯，级数 ∑+∞
j=1 aij 收敛，

并且级数 ∑+∞
i=1 (∑

+∞
j=1 aij) 收敛，证明：对于任意的 j = 1, 2, ⋯，级数 ∑+∞

i=1 aij 收敛，级数

∑

+∞
j=1 (∑

+∞
i=1 aij) 收敛，并且 ∑+∞

j=1 (∑
+∞
i=1 aij) = ∑

+∞
i=1 (∑

+∞
j=1 aij) 。

证明：
Step 1 证明对任意 j，级数 ∑+∞

i=1 aij 收敛
对任意固定的 j，考虑部分和 ∑N

i=1 aij。由于 aij ≥ 0，该序列单调不减。对任意正整数 M  和
N，有

M

∑

j=1

N

∑

i=1

aij =
N

∑

i=1

M

∑

j=1

aij ≤
N

∑

i=1

si ≤ S.

固定 M，令 N → +∞，则 ∑N
i=1 aij 单调收敛到某极限（有限或 +∞)，记为

Tj =
+∞

∑

i=1

aij.

由单调收敛定理，

M

∑

j=1

N

∑

i=1

aij →
M

∑

j=1

Tj (N → +∞).

由不等式 ∑M
j=1 ∑

N
i=1 aij ≤ S 对所有 N  成立，得

M

∑

j=1

Tj ≤ S.

此不等式对任意 M  成立，且 Tj ≥ 0，故级数 ∑+∞
j=1 Tj 的部分和有上界 S，因此

+∞

∑

j=1

Tj ≤ S < +∞,

且对每个 j，Tj < +∞，即级数 ∑+∞
i=1 aij 收敛。

Step 2 证明级数 ∑+∞
j=1 (∑

+∞
i=1 aij) 收敛且等于 S

由步骤 1，∑

+∞
j=1 Tj ≤ S < +∞，故级数 ∑+∞

j=1 Tj 收敛。下证其等于 S。

对任意 ϵ > 0，由于 ∑+∞
i=1 si = S，存在正整数 N0 使得

N0

∑

i=1

si > S − ϵ.

对每个 i = 1, … ,N0，存在正整数 Mi 使得

Mi

∑

j=1

aij > si −
ϵ

N0
.



令 M = max1≤i≤N0 Mi，则对每个 i = 1, … ,N0，

M

∑

j=1

aij > si −
ϵ

N0
.

（上面这个估计是关键的）因此，

N0

∑

i=1

M

∑

j=1

aij >
N0

∑

i=1

(si −
ϵ

N0
) =

N0

∑

i=1

si − ϵ > (S − ϵ) − ϵ = S − 2ϵ.

又

N0

∑

i=1

M

∑

j=1

aij =
M

∑

j=1

N0

∑

i=1

aij ≤
M

∑

j=1

Tj ≤
+∞

∑

j=1

Tj.

故

+∞

∑

j=1

Tj > S − 2ϵ.

由 ϵ > 0 任意性，得 ∑+∞
j=1 Tj ≥ S。结合步骤 1 中 ∑+∞

j=1 Tj ≤ S，有

+∞

∑

j=1

Tj = S.

即

+∞

∑

j=1

(

+∞

∑

i=1

aij) =
+∞

∑

i=1

(

+∞

∑

j=1

aij).



证明的思路：


